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1 - Determinare i valori dei parametri reali a e 3 tali che €2® — cos vz + ax + Bz = ~51 + o(xQ) per x — 0T .

Per gli sviluppi di Maclaurin di e® e cosx si ha

e?® =1+ 2z + 22 4 o(z?) per z —0,

T 1'2 2
cosvz=1— =+ =— +o(z?) per = — 0T,

2 24
e quindi
5 1

e?® — cos\/z + ax + fz? = (5 —l—a)x—i— (2— 71 —|—B)x2 + o(z?) per x — 0T .

. . . 5 . 5
Pertanto la condizione assegnata e verificata se 3 +a=0e2— 21 + 6 = o1 cioe a = —3 e f=-2.

e

2 - Calcolare / eV3+2 do.

-3

Lo : . t? =2 2 :
Integrando per sostituzione, si pone ¢t = v/3z + 2, e quindi = = 3 edr = gtdt. Pertanto, integrando anche per
parti, si ha
1
~3 2 ! 2 2
V3212 _ t g _ t 1 _
/_2 eV dx_g/o te dt_g[te —e]o—g.

3

Y+ 23y + 3y = 9z
y(0)=—V3, y'(0)=1"

(ii) Stabilire per quali valori del parametro « € R ¢ verificata la condizione lim e*y(x) =0.
Tr—r—00

3 - (i) Determinare la soluzione y(x) del problema di Cauchy {

(i) L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata &
M 42vVBA+3=0, (A+v3)?2=0, A=-V3
Utilizzando il metodo ad hoc, I'integrale generale dell’equazione assegnata ¢ dato da
ylx) = (Cy + CQ$)6_$\/§ +ax + b, C1,Cy € R,

dove a, b € R si devono determinare in modo che la funzione §(z) = ax +b risulti una soluzione di y"” +2v3y' 43y = 9z.
Infatti, poiché

~

F@)=a §'x)=0,
imponendo che g(z) = azx + b sia soluzione di y" + 2v/3y’ 4 3y = 9z, si ottiene che a,b devono verificare la condizione
2v/3a + 3ax + 3b = 9z,
ciot a = 3 e b = —2v/3. Pertanto, I'integrale generale dell’equazione assegnata ¢ dato da
y(z) = (Cy + C’gsc)eﬂ“/5 + 3z — 2V/3, Ci,C5 e R.

Imponendo le condizioni iniziali y(0) = —v/3 e ¢/(0) = 1 si ricavano i valori delle costanti arbitrarie, precisamente
Cy =3 e Cy = 1; di conseguenza la soluzione del problema di Cauchy &

y(x) = (x + \/g)e_””ﬁ + 3z —2V3.

(ii) In forza di
ey(x) = (z+ \/§>6(a7\/§)m + €% (3x — 2V/3)

siha lim e®y(z)=0sea—v3>0ea>0,coea> 3.

T—r—00
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4 - Stabilire per quali valori del parametro a > 0 la serie Z Vvn (el/ nt 1) & convergente.
n=1

La serie ¢ a termini positivi, in quanto en > 1 per ogni n > 1. Grazie al limite notevole lin%) = 1, per ogni
Tr—r
1
a>0sihae™ —1= —(1+40(1)), n = +o0, e di conseguenza
no

\/ﬁ(en%‘—l):na%(l—i—o(l)) n — +00.

Per il criterio del confronto asintotico la serie assegnata ha lo stesso carattere della serie armonica generalizzata
o0

1 . 3 . . N 3
Z - convergente per o — 3 > 1, cioe a > 3 In conclusione, la serie assegnata e convergente solo se o > 5

ne2

n=1

5 - Data la funzione  f(x) = 22% — |1 +logz| determinare I'insieme di definizione, i limiti agli estremi del dominio,
eventuali punti di non derivabilita gli intervalli di monotonia, eventuali punti di minimo e di massimo, gli intervalli di
convessita ed eventuali punti di flesso. Tracciare un grafico qualitativo della funzione.

La funzione ¢ definita per z > 0 e puo essere scritta nella forma
222 +1+logx se0<z<e!

fz) =
2% — 1 —logx sex>et.

Per quanto riguarda i limiti agli estremi del dominio si ha

li = lim (22° +1+1 =—
Jim f(z) = lim (20%+1+logz) = —oo,

141
lim f(z)= (222 =1 —logz) = lim 22 (2 - w)

lim
T—+00 r—+00 T—+00 x2
di conseguenza la retta x = 0 & asintoto verticale per f. La derivata di f ¢ data da

1
4o + — se0<z<e !
T

fa=4
dr — — sex>e L.
x
Si noti
lim f'(z) =4e” ! +e, lim f'(z) =4e™ ! —e,
17 z—)%Jr

e di conseguenza f/ (e ') =4de ' +e#£4de ! —e= fl(e'), ciot f non & derivabile in e '

1 1
Dallo studio del segno di f’ segue che f & crescente in (0,e™') e in (5, +oo), mentre & decrescente in (6_1, 5)

1 1
Pertanto, f(e™!) = 2¢~2 & un massimo locale per f, mentre f(i) =log2 — 3 ¢ un minimo locale per f.

La derivata seconda di f & data da

1
4——2 se0<z<et
(@) = i
4—1——2 sex>e L.
T

Dallo studio del segno di f” segue che f & concava in (0,e~1), mentre & convessa in (e~!, +00). Si noti che e~ non &
punto di flesso perche non esiste la retta tangente al grafico di f in (e ', f(e™1)).

1 1
Un grafico approssimativo di f e il seguente, tenendo conto che f<§> =log2 — 3 > 0, in quanto 2log2 =log4 > 1.
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