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1 - Determinare il valore del parametro a > 0 tale che log(l — z°) — cos(ax) + 1 = —§w4 +o(z?) per x—0
Per gli sviluppi di Maclaurin di log(1 + z) e cosx si ha
el
log(1 — %) = —2% — 5 + o(z*) per x — 0,
2 4
cos(az) =1— %mZ + %x4 + o(z) per z =0,
e quindi
a? 1 4
log(1 — %) — cos(ax) + 1 = (7 - 1) ( + Z)x4 + o(z?) per © —0.
a? at 2
In conclusione, se — — 1 = 0, ciod a = V2 si ha = + I =3 e quindi la condizione assegnata ¢ verificata.

La serie ¢ a termini di segno alterno, in quanto <1 < — per ognin >1esenx > 0 per ogni x € [0, 7/2].

\3/7

Tenendo presente che

sen <¢lﬁ) - \;ﬁ(lJro(l)) n - oo,

o0
per il criterio del confronto asintotico la serie E sen ( ) ha lo stesso carattere della serie armonica generaliz-

n=1

In

zata E —~~ che diverge positivamente in quanto I'esponente — ¢ minore di 1. Pertanto la serie assegnata non &
V4D

W =

assolutamente convergente.
Per quanto riguarda la convergenza semplice, essendo la serie € a termini di segno alterno, si puo applicare il criterio
1

In

monotona crescente nell'intervallo [0,7/2] e la succesione {—} ¢ monotona decrescente.

In

In conclusione, essendo la successione { sen (\“f } infinitesima e monotona decrescente, per il criterio di Leibniz la
n

di Leibniz. In particolare, si noti che la successione sen ( ) € monotona decrescente, poiché la funzione senz e

serie assegnata converge.

T —
) 7Tsen(x—w) sex #m ) ) 2
3 - Provare che la funzione g(z) = { [z — 7| ¢ continua in R e calcolare / g(z) dx.
0
0 ser=m

Grazie al fatto che la funzione g(z), z # 7, & il prodotto di una funzione limitata e di una funzione infinitesima per
r — m, si ha

x
li = lim —— =0 = ,
A 9(e) = g e = 0 =9(m)

e quindi g(z) & continua in tutto R. Inoltre

27 ™ 2
/ g(x) dx:/ sen z dx—/ senz dr = —[cosx]g—k [cosa:]fr7r =4.
0 0 ™

4 - Data la funzione f(x) = e” "2 \/z+1 determinare I'insieme di definizione, i limiti agli estremi del dominio,
eventuali punti di non derivabilita gli intervalli di monotonia ed eventuali punti di minimo e di massimo. (Non &
richiesto lo studio della convessita). Tracciare un grafico qualitativo della funzione.

La funzione ¢ definita e positiva per ogni « > —1. Per quanto riguarda i limiti agli estremi del dominio si ha

lim f(z)=f(-1)=0, lim f(z) =+o0.

r——1*1 T—r+00
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La derivata di f e data da

2_9 2 2
: s Ax*—1)+1 2 4z° — 3
(@)= e 22— Vo F I+ e m e 2 T et S 0 z>-1,
/@) ( ) 2vVx +1 2vVz +1 2V +1
da cui segue che Hm+ f'(x) = +o0, cio¢ f non & derivabile in —1.
r——1
3 V3 3
Dallo studio del segno di f’ segue che f & decrescente in ( — g, g), mentre ¢ crescente in ( -1, —7> e in

3 3 3
(g, +oo). Pertanto, —% € punto di massimo locale per f, mentre - & punto di minimo relativo per f.

Tenendo anche conto che f(—1) = 0 ¢ il minimo assoluto per f, un grafico approssimativo di f ¢ il seguente.

5 - Determinare la soluzione y(z) del problema di Cauchy

parametro o € R ¢ verificata la condizione lim e*y(z) =0.
r—+o0

L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata &
A% —16 = 0.
Tenendo conto che e** & soluzione dell’equazione omogenea, I'integrale generale dell’equazione assegnata ¢ dato da
y(x) = C1e™ + Coe™ 4 aze™®, C1,05 € R,
dove a € R si deve determinare in modo che la funzione §j(z) = axe’® risulti una soluzione di y”’ — 16y = 4e?®. Infatti,
poiché
7 (z) = ae®™(1 +42)  §"(x) = ae®™(8 + 162),

imponendo che §(z) = aze’® sia soluzione di y” — 16y = 4e*®, si ottiene che a deve verificare la condizione

a(8 4 16x) — albx =4,

1
cioe a = 5 Pertanto, 'integrale generale dell’equazione assegnata ¢ dato da

1
y(z) = C1e* + Cre™** + 5:664"”, C1,Cy €R.

1
Imponendo le condizioni iniziali y(0) = y'(0) = 0 si ricavano i valori delle costanti arbitrarie, precisamente C; = T

1
e (Cy = 1—6; di conseguenza la soluzione del problema di Cauchy &

= ! 1 dx 1 —4dx
y(x) 5 (x 8) 4 166
In forza di
eaxy@c) = }<$ _ 1)6(054‘4):8 + ie(a—4)x
2 8 16

siha lim e*y(z)=0sea+4<0ea—4<0,ciota< —4.
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