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CENNI STORICI

O Tuttavia Leibniz, come dimostra una lettera del 28 Aprile 1693
a de L'Hépital, era gia a conoscenza della stessa formula
fornita da Cramer nel suo libro.



CENNI STORICI

O Tuttavia Leibniz, come dimostra una lettera del 28 Aprile 1693
a de L'Hépital, era gia a conoscenza della stessa formula
fornita da Cramer nel suo libro.

o Leibniz infatti usava il determinante per verificare I'assenza di
soluzioni non banali nei sistemi di equazioni lineari omogenee.
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La definizione di determinante si pud enunciare in due modi:

O Costruttivo.
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O Assiomatico.



DEFINIZIONE - MODO COSTRUTTIVO

Si definisce determinante la funzione det che associa ad ogni
matrice quadrata di ordine n uno scalare reale (o complesso)



DEFINIZIONE - MODO COSTRUTTIVO

Si definisce determinante la funzione det che associa ad ogni
matrice quadrata di ordine n uno scalare reale (o complesso)

det :M,(R) > R (1)
(det: MH(C) - C)

dove:

O Mp(R) (M,(C)) & lo spazio vettoriale delle matrici quadrate
di ordine n a valori 0 nel campo R dei numeri reali (o in quello
complesso C).
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ayr - an



DEFINIZIONE - MODO COSTRUTTIVO

Data una matrice A quadrata di ordine n

ayr - an
A=t (2)
ant -+ amn

il suo determinante det(A) & dato dalla seguente espressione

Z (—1)”(")31/1 azj, - - - anj, (3)

p=G1, jn)E€Sh



DEFINIZIONE - MODO COSTRUTTIVO

dove:

O S, Vn € N é l'insieme di tutte le sequenze che si possono
produrre listando in tutti i modi possibili i primi n numeri interi.
Ognuna di queste sequenze & definita permutazione.



DEFINIZIONE - MODO COSTRUTTIVO

dove:

O S, Vn € N é l'insieme di tutte le sequenze che si possono
produrre listando in tutti i modi possibili i primi n numeri interi.
Ognuna di queste sequenze & definita permutazione.

O m: S, — {0,1} & la funzione parita che associa ad ogni
permutazione p = (ji, - ,jn) € Sy il valore 0 se la
permutazione pari o 1 se la permutazione e dispari.



DEFINIZIONE - MODO ASSIOMATICO

Il determinante & I'unica funzione

det :M,(R) - R
(det : M,(C) — C)

avente le seguenti proprieta 1:

ITali proprieta saranno dimostrate in seguito avvalendosi della definizione
costruttiva del determinante.



DEFINIZIONE - MODO ASSIOMATICO

Il determinante & I'unica funzione

det :M,(R) - R
(det : M,(C) — C)

avente le seguenti proprieta 1:

O det /=1 dove I & la matrice identita;

O Se su una matrice A si effettua un’operazione di | tipo per
ottenere la matrice A’ allora

det A= —detA’.

ITali proprieta saranno dimostrate in seguito avvalendosi della definizione
costruttiva del determinante.



DEFINIZIONE - MODO ASSIOMATICO

O Se su una matrice A si effettua un’operazione di Il tipo per
ottenere la matrice A’ allora

det A =kdet A,

dove k & lo scalare non nullo per cui & stata moltiplicata la
riga interessata dall’'operazione.



DEFINIZIONE - MODO ASSIOMATICO

O Se su una matrice A si effettua un’operazione di Il tipo per
ottenere la matrice A’ allora

det A =kdet A,

dove k & lo scalare non nullo per cui & stata moltiplicata la
riga interessata dall’'operazione.

O Se su una matrice A si effettua un’operazione di lll tipo per
ottenere la matrice A’ allora

detA=detA’.



METODI DI CALCOLO DEL
DETERMINANTE



DETERMINANTE MATRICE DI ORDINE 2

Dalla definizione di determinante segue che:

data una matrice quadrata A di ordine 2

A:[aﬂ aiz ] (4)

apy az

allora il suo determinante risultera pari a

aiy  aie

= ay1az2 — a12az1 (5)
apy1 az




COFATTORE

Si definisce cofattore o complemento algebrico o,
dell’elemento apx di una matrice A di ordine n, il determinante della
matrice Apx, di ordine n — 1, ottenuta da A sopprimendo '’h—esima
riga e la k—esima colonna e moltiplicato per (—1)"*, ovvero

ape = (=1)*det Apx (6)



PRIMO TEOREMA DI LAPLACE

Assegnata una matrice quadrata A di ordine n il suo
determinante coincide con la somma degli elementi di una
riga h — esima qualsiasi o una colonna k — esima
qualsiasi moltiplicati per i rispettivi complementi algebrici.

ayy a2 0 ain
ai aik ain
’ ’ ’ a1 aok aszp
A=| an an2 -+ am A= .
am dnk ann

ant dap2 - ann



PRIMO TEOREMA DI LAPLACE

Assegnata una matrice quadrata A di ordine n il suo
determinante coincide con la somma degli elementi di una
riga h — esima qualsiasi o una colonna k — esima
qualsiasi moltiplicati per i rispettivi complementi algebrici.

ayy a2 0 ain
ayr o @k o @in
: ’ ’ d2t -+ Aok v aen
A=| an an2 -+ am A=
ant -+ dpk c*c amn
ant dap2 - ann

det A = aptapt + appatn2 + -+ - + a@nntpn
= A1k A1k + Aok Aok + *++ + Apk Ank (7)



PRIMO TEOREMA DI LAPLACE - COROLLARIO

Sia una matrice A quadrata di ordine n, il suo determi-
nante & uguale al determinante della sua trasposta A” .

Quanto affermato segue direttamente dal primo teorema di
Laplace. Infatti, calcolare il determinante lungo una riga o una
colonna & del tutto ininfluente.



SECONDO TEOREMA DI LAPLACE

Assegnata una matrice A quadrata di ordine n

E nulla la somma degli n prodotti degli elementi
dell’h — esima riga per i cofattori degli elementi
dell'i — esima riga.

amapi + appttip + -+ + apptin = 0 (8)



ALCUNE PROPRIETA NOTEVOL]



DETERMINANTE E OPERAZIONI ELEMENTARI

O Dal Primo Teorema di Laplace osserviamo che sara
vantaggioso calcolare il determinante di una matrice lungo la
riga o la colonna che contiene piu zeri.
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vantaggioso calcolare il determinante di una matrice lungo la
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semplificato se consideriamo la sua forma ridotta R, pur

essendo
det A # detR 9)



DETERMINANTE E OPERAZIONI ELEMENTARI

O Dal Primo Teorema di Laplace osserviamo che sara
vantaggioso calcolare il determinante di una matrice lungo la
riga o la colonna che contiene piu zeri.

O Pertanto, il calcolo del determinante di una matrice A risultera
semplificato se consideriamo la sua forma ridotta R, pur

essendo
det A # detR 9)

Esaminiamo ora come varia il determinante di una matrice A se
effettuiamo su quest’ultima delle operazioni elementari.



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI | TIPO

Se su una matrice quadrata A di ordine n si effettua
un'operazione di I tipo (scambio di righe) per ottenere la
matrice A’ allora

det A= —detA’.

20



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI | TIPO

ayn a2 - ain
: O Applichiamo il primo
Teorema di Laplace lungo
una riga che non é stata
interessata dallo scambio.

A= am am -+ am

ani dp2 - apn ]
ant dp2 - @ann ]
ayr a2 -+ ain

21



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI | TIPO

ayn a2 - ain
: O Applichiamo il primo
Teorema di Laplace lungo
una riga che non é stata
interessata dallo scambio.

A= am am -+ am

am am --- a , . . )
m. “n2 mn O Procediamo per induzione,

sfruttando come base per il
am ap - am nostro ragionamento
. . . . induttivo il caso delle matrici
di ordine 2, per cui la
proposizione da provare &
: : : : evidente.

A=\ an apn2 - am
ayr a2 -+ ain

21



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI | TIPO

O Assumiamo come ipotesi induttiva che la proposizione sia
vera per ogni matrice di ordine m < n.

22



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI | TIPO

O Assumiamo come ipotesi induttiva che la proposizione sia
vera per ogni matrice di ordine m < n.

O Consideriamo una matrice B di ordine n + 1 e una matrice B’
ottenuta da B mediante un’operazione di | tipo allora

det B = bp1fn1 + br2fhz + -+ + banPan + bant1Prn+1 (10a)
det B’ = bmﬁ;ﬂ + thﬁ;zz + -+ bh”ﬁ;m + bhn+1ﬁ;,n+1 (10b)

(i determinanti sono stati calcolati lungo una riga non
interessata dallo scambio.)

22



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI | TIPO

O Assumiamo come ipotesi induttiva che la proposizione sia
vera per ogni matrice di ordine m < n.

O Consideriamo una matrice B di ordine n + 1 e una matrice B’
ottenuta da B mediante un’operazione di | tipo allora

det B = bp1Bn1 + bn2Phz + -+ + bpnPhn + brnr1frnt1 (10a)

det B’ = bmﬁ;ﬂ + thﬁ;zz + -+ bh”ﬁ;m + bhn+1ﬁ;,n+1 (10b)
(i determinanti sono stati calcolati lungo una riga non
interessata dallo scambio.)

O I cofattori B}, -+ B, , sono determinanti di matrici di ordine n
e quindi, per l'ipotesi induttiva, hanno segno opposto rispetto a

Bht -+ Bhant1

.. det B=—detB’ . (11)

22



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI | TIPO

O Abbiamo provato che se la proposizione & vera per n allora
vera pern+ 1.
La proposizione, visto il caso n = 2 (base dell'induzione), resta
cosi verificata.

23



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI | TIPO

O

Abbiamo provato che se la proposizione € vera per n allora
vera pern+ 1.

La proposizione, visto il caso n = 2 (base dell'induzione), resta
cosi verificata.

O Osservazione: Una matrice quadrata con due righe identiche
ha determinante nullo.

23



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI Il TIPO

Se su una matrice quadrata A di ordine n si effettua
un'operazione di Il tipo (moltiplicazione di una riga per
uno scalare k # 0) per ottenere la matrice A’ allora

det A =kdet A’ .

24



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI Il TIPO

ayy a2 v ain
O Sviluppiamo il determinante
A=| am am - am di A e A’ lungo la riga
: : : : h—esima
ant @p2 - @apn
detA=apiapt + -+ amm
ayy  aye -  ain det A" = kapiapt + - - - + kappaepn
: oo =k (amam + -+ am)
A" =| kapi kKkapz --- Kapm = kdet A

ant  ap2 - am

25



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI 11l TIPO

Se su una matrice A si effettua un’operazione di lll tipo
(sostituire ad una riga la stessa pit un multiplo di un‘altra)
per ottenere la matrice A’

ayr a2 -+ ain

ant ap2 - ampn
A=

a1 &2 -+ din

ant dp2 - @ann

26



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI 11l TIPO

aiq aiz e ain
ant +kapn am+kaip -+ am+kan
AI — . . . .
ai a2 T Ain
an1 an2 s ann

oo detA=detA’.

27



DETERMINANTE - OPERAZIONI DI 11l TIPO

O Sviluppiamo il determinante di A e di A’ lungo la riga
interessata dallo scambio dall’'operazione

det A =apiant + -+ @nnapn (12a)
det A" = (ap1 +kait) apy + -+ + (@nn + kain) apn
=aptap + -+ ampn + K (@1an + -+ @inthn)
=amap + -+ annlhn
= det A (12b)

essendo, per il secondo Teorema di Laplace,

ai1apt + -+ + ainatpn =0 (13)

28



DETERMINANTE - MATRICE TRIANGOLARE

Data una matrice quadrata A di ordine n triangolare il suo
determinante é pari al prodotto degli elementi sulla sua

diagonale principale
a1 a2 -+ ain
0 axp -+ aon
A=| . . B : (14)
0 0 -+ apn

detA:a11a22---ann. (15)

29



DETERMINANTE - MATRICE TRIANGOLARE

La proposizione pud essere facilmente dimostrata ragionando per
induzione:

30



DETERMINANTE - MATRICE TRIANGOLARE

La proposizione pud essere facilmente dimostrata ragionando per
induzione:

O Base induzione: nel caso la matrice sia di ordine n =2 la
verifica € evidente infatti

_ [ a1 a2
A_( 0 322)

det A = aj1a2 .

30



DETERMINANTE - MATRICE TRIANGOLARE

O Passo Induttivo: assumiamo come ipotesi induttiva vera la
proposizione per le matrici triangolari di ordine n.
Consideriamo la matrice triangolare A di ordine n + 1

ayr a2 - amp anH
0 ax -+ axx axnti
A= .o : (16)
0 0O -+ ap apntt
0 0 -+ 0 antintt

sviluppiamo il rispettivo determinante lungo la prima colonna

det A=a1aqq . (17)

31



DETERMINANTE - MATRICE TRIANGOLARE

O E evidente che a4, cofattore dell’elemento a1 della matrice, a
sua volta, & un determinante di una matrice di ordine n.
Quindi, per lipotesi induttiva, segue

detA = 1122 - Ant1np+1 - (18)

32



DETERMINANTE - MATRICE TRIANGOLARE

O E evidente che a4, cofattore dell’elemento a1 della matrice, a
sua volta, & un determinante di una matrice di ordine n.
Quindi, per lipotesi induttiva, segue

detA = 1122 - Ant1np+1 - (18)

O La proposizione resta cosi dimostrata per induzione.

32



INTERPRETAZIONE GEOMETRICA DI
DETERMINANTE



AREA PARALLELOGRAMMA

Si consideri 'area A agcp del parallelogramma ABCD come in
figura

Apgcp = (@+c) (b+d) —2bc —ab —cd

=ad — bc
a b
c d

34



AREA TRIANGOLO

Si consideri un triangolo ABC in un sistema di riferimento RC (Oxy).

A

C
\.B
/

ol

35



AREA TRIANGOLO

Si trasli il triangolo ABC portando A nellorigine O e si costruisca sul
triangolo ABC il parallelogramma ABCD.

Al z

36



AREA TRIANGOLO

Larea Aapc del triangolo ABC ¢ pari alla meta di quella del
parallelogramma.

XB—XA YB— YA
Xc—XA Yc—)VaA

37



AREA TRIANGOLO

Aupo = 11 Xs8—Xa YB—Ya
yn 2| Xc—Xa Yc—YaA
1 XA YA 1
=3 Xs—Xa Yyg—ya O
Xc—Xa Yc—ya O
1] XA ya 1
=—|xs yg 1
2
xc yc 1

38



AREA TRIANGOLO

1 XB — XA
A ==
y“ ABC 2| Xc—Xa
X
! X Ax
=—| XB—Xa
2
Xc — XA
1 XA YA
=—| XB YB
— 2|2
A : X c Yc

Tp=Ty

Si osserva che 'area é positiva se 'ordine dei vertici del triangolo

nelle righe della matrice & quello antiorario.

YB—ya
yc —Yya
ya
YB—YA
Yc—Yya
1
1
1

38
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