1 Cambiamenti di riferimento nel piano

Siano date due basi ortonormali ordinate di Va : B = (i, ) e B/ = (f’ ,j') e supponiamo

che . .
i' = ai+bj
j7 =ci+ df
allora per un generico vettore ¢ € V5 abbiamo
U= vm;Jr vyf: vm/ﬁ + vy/j_;
e sostituendo

= Uy (af—i— b;) + vy (C;—I— dj) = (avy + cvy/)f—k (bvgr + dvyr)j

Confrontando abbiamo
Vg = AUz + CUy
Vy = bug + dvy

che possiamo scrivere anche in forma matriciale come
v a ¢\ (v
Yy Y

La matrice M = < si dice matrice del cambiamento di coordinate da B’ a

a ¢
b d
B, essa ha per colonne le componenti dei vettori di B’ nella base B. Dalla formula (1)
si vede subito che il cambiamento inverso ha per matrice la matrice inversa di M.

-, -,

Esempio 1.1. Supponiamo che i/ = %(37—1— 4j5) e § = %(—42?—1— 37). Allora la matrice

M e )
3 —4
M—5<4 3)

e quindi il cambio di coordinate di vettore e
vr\ _ 1 (3 —4\ (v
<“y) 5 <4 3 > (vy’> ®

{vw = 1 (3vy — duvy)

vy = +(4vy + 3vy)

ossia

Osserviamo la notevolissima proprieta che la matrice M possiede e cioe MM = I
ossia M~! = M7 una tale matrice si dice matrice ortogonale. Si tratta di un fatto
generale: la matrice M ha per colonne le componenti dei vettori di B’ rispetto a B ed
ha la forma

Osserviamo allora che M7T & proprio la matrice del cambiamento inverso e quindi
coincide con M1 (v. formula (1)).



Esempio 1.2. Proponiamoci ora di calcolare le coordinate del vettore v = 81+ 8} nella
base B’ (vedi figura 1). Applichiamo le formule inverse delle (2) :

() =35 ) ()

cioe
1
vy = = (3v, + 4vy)
_1
vy = 5(—4vz + 3vy)
e quindi
_1 _ 56
vy =£(3-8+4-8) =%
_1 __38
vy = £(—4-8+3-8)=—¢
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Supponiamo ora che anche 'origine del sistema di riferimento venga spostata in
O'(x0,yo). Allora per calcolare le coordinate del punto P(z,y) nel nuovo riferimento

RC(O'x'y"), occorrera determinare le coordinate del vettore O’ P. Abbiamo allora la

relazione vettoriale L
OP=00+0P

— =
O'P=-00 +0D

Nell’esempio precedente questa relazione si traduce in

ossia

2 1 (3 4\ (- 173 4\ (v
P53 (%) )5 () (G
o\ _1/3 4\ (v.—m
y) 5\~4 3)\v,—wo

z' = a(vy — xo) + b(vy — o)
y' = (v — o) + d(vy — yo)

da cui

Esempio 1.3. Calcolare le coordinate del punto P(8,8) nel sistema di riferimento
RC'(O'i'4") dove lorigine ¢ O'(—2,4) e la base B’ & quella dell’esempio precedente.
Abbiamo allora

=3, +2)+ 2(v,—4) =L

Y =—2v,+2)+3(v,—4)=-%

Vedi figura 2.



1.2

6 /5 4 3 -2 1010 1/ 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
E

Figura 2

Esempio 1.4. Calcolare le coordinate del punto P(8,8) nel sistema di riferimento

RC”(O’iﬂ’,jﬂ’) dove O’(15,—10) e la base B’ & quella dell’esempio precedente. Abbiamo
allora

o =2(8-15)+3(8+10) =%
y =-28-15)+2(8+10) =%

In alternativa si poteva procedere cosi : Sappiamo che le nuove coordinate devono
essere del tipo

o' =3r+3yth (3)
v =52+ 3y +h

dove abbiamo apportato una traslazione da determinarsi alla rotazione degli assi. La
traslazione puo essere determinata sapendo che I'origine O’ ha coordinate ovviamente



(0,0) nel riferimento RC’ mentre ha coordinate (15, —10) nel riferimento RC' come
assegnato. Si ha quindi

15+ 2 - (—10) + k2
Otteniamo
0=9-8+k
0=—-12—-6+ ko
da cui k; = —1, ko = 18. Usando ora le (3) con questa scelta di ki, ks abbiamo

come sopra. In effetti

{k1 = 3(~15) + 4(10) = —9 + 8 = —1

((—1,18) sono le coordinate di O’ nel sistema ottenuto semplicemente ruotando il
sistema RC di partenza.)

Esempio 1.5. Si verifichi che le rette r : -2z +y = 0e s :2y+x —1 = 0 sono
ortogonali e si consideri il riferimento RC (O’ i77 j_;) che ha come assi ', 7' le rette r e
s orientate, rispettivamente, secondo le x crescenti e secondo le x decrescenti. ( V.
figura 3).
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Figura 3 Il punto O’ ¢ il

punto di intersezione delle due rette e quindi si ottiene risolvendo il sistema

Yy =2x

2+ —-1=0

12 . : S o 1 (1

ottenendo O'(z, £). Il versore di r orientato nel verso delle x crescenti ¢ 7= VA (
si distingue dall’altra possibile scelta perché ha la componente x positiva). Il versore
di s orientata secondo le x decrescenti ha invece la componente x negativa e sara

—

. -2 . - . . .
quindi § = % ( 1 ) Abbiamo quindi i/ = 7 e j/ = 5. La matrice del cambiamento



di coordinate ¢ quindi

Abbiamo dunque

Ricaviamo allora

da cul k1 = —%, ko = 0. Le formule desiderate sono quindi

1 2 1
{x TV T T
I 2 1
¥y =57 + Y
Per esempio si verifica ora che i punti D(1,0), E(2,1) e H(—1 ) del riferimento RC

hanno, nel riferimento RC’, coordinate, rispettivamente, D( ) E( f’_%)’

3

Esempio 1.6. Prendiamo una retta r : 2z + by + 8 = 0 ed una sua perpendicolare
s: —bx + 2y +5=0. Sipuo verificare che queste due rette si intersecano nel punto

o' (%, —g—g). Supponiamo di prendere nuovo asse z’ la retta s orientata secondo le

x crescenti. In altre parole, prendiamo come nuovo versore i’ il versore \/%—9(2, 5)7.

Come nuovo asse 3’ prendiamo invece la retta r orientata nel verso delle « decrescenti
e quindi j/ = \/%(75, 2)”. La matrice del cambiamento di coordinate & quindi

1 (2 —5)
V29 \5 2
Il cambiamento delle coordinate di vettore € quindi

Vy = 7(21}%/ — 5’Uy/)
Uy = f(fwx + 2vy/)

@H
=)

(4)

Le coordinate del punto P(z,y) dipendono non solo da i e j/ ma anche da O’ e
abbiamo

fr= e .

(52" 4+ 2y") + ko



Imponendo la condizione che O'(z" = 0,3y’ = 0) si ha O'(z = 55,y = —5¢) e dunque

T = %(2%—53/)—&—2%
Y= r(5x +2y)— 33

Viceversa, le trasformazioni inverse, sono

2x+5y) + M
(=52 + 2y) + ho

@‘Hw .
© ©

i
Y =
da cui
(255 —530) + I

(=555 —253) + hy

=) ©

v
b-

da cui ricaviamo

’_ 1 232
/I 145
vy = \/29( 5z + Qy) + 29v/29

Prendiamo ora, ad esempio, la circonferenza di equazione

24y —dr+2y+1=0

Si pud verificare che questa circonferenza ha centro (2, —1) e raggio 2. Se sostituiamo

in questa equazione (6) otteniamo

14 18

14
x’2+y’2——x+

NG AT R

Si verifica facilmente che questa e una circonferenza di centro (\/LTQ’ —\/L@) e raggio

1,14 1, 14 18 1,14 18
:\/4(\/@)Z+4(\/@)2+29:\/2(\/®)2+Q9

4=2
29 29 =i

come ci aspettavamo. Inoltre il centro, che nel riferimento RC” ha coordinate (\/%, —

nel riferimento RC ha coordinate

= Lol sy 2 M 5,9 58
V29 V29 V297 29

2029 29 29
IR S - N B TR N S
YT Ve VR0 29 T 29 29 20 20
come gia visto. (V. Figura 4).
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Figura 4

Esempio 1.7. Se prendiamo come nuova base ordinata U = (

allora la matrice del cambiamento di base ¢ M = <

S

3
2

)+

> Vogliamo calcolare le

N

V3

1
2 2

N|—
[\~]
S

8
coordinate del vettore W = ( > nel nuovo sistema di riferimento. Basta prendere

MT e calcolare MT6:

(

N|— L\J‘S
w

M‘% \
Wl N

) ()=

43 — 4

43 + 4

Figura 5



Se poi spostiamo anche 'origine nel punto (1,2) risolviamo

0=%L —1+k
0=3+V3+k

da cui ricaviamo k; =1 — @ e ky = —% — /3. 1l cambiamento & quindi
_ V3 1 V3
y=30+%y—3-V3

e sostituendo x = 8,y = 8 si ottiene z’ = # —3ey =3V3+ %

3v/3 +

N~

Figura 6

Se abbiamo una retta di equazione cartesiana, ad esempio, 3x + 2y — 7 = 0 nel
sistema di riferimento RC(Oxy) vogliamo vedere come si trasforma 'equazione di
questa retta nel sistema RC(O’z'y’) appena descritto. Dobbiamo invertire le relazioni
10. Le relazioni inverse si ottengono invertendo la matrice delle coordinate

x:@x'—k%y’—&—hl 1
_ 1.0 V3. h ( )
y=—32 +5Y +ha

e determinando hj, he sapendo che la “nuova” origine O’ ha coordinate (1,2) in RC
e coordinate (0,0) in RC’, e quindi

=80+ 10+m
L 25 (12)
2:—§0+70+h2

xz@x’—i—%y’—&—l
— _ Ll N3y
y=—37 + 3y +2

10



Sostituendo si ha

3 1 1 3
3(£x'+fy'+1)+2(771:’+£y'+2)77:0
2 2 2 2
V3.1, 1 V3,
— —2= —+2— 4-7=
(32 2):c+(32+ 2) +34+4-7=0
3v3 -2 3+2V3
(\[T)H?”r - fy’=0
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