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Esempio 1.6 I seguente tipo di forza fornisce un esempio di problema di moto
di particolare interesse. Per esso si ricava immediatamente un “teorema di conser-
vazione”: quando la componente lungo un asse fisso, per esempio l'asse x, della
forza totale f e identicamente nulla, la componente della quantita di moto lungo
quell’asse: mx rimane costante durante ogni moto effettivo

—

. Vt . . —
f-ée1 =0 implica a- ey

<

0 e quindi m & = cost =m g .

Infatti: ponendo nella (1.1) con una tale forza una (qualunque) delle sue soluzioni
e moltiplicati scalarmente ambo i membri per €7, si ottiene la seguente identita

m OP(t)-& = FOP(t),0P(t),t)-& = 0.

In essa si riconosce a primo membro la derivata rispetto al tempo della funzione
m & (t). Pertanto, integrando rispetto al tempo ambo i membri dell'uguaglianza, si
deduce che in ciascun istante durante una soluzione (qualsiasi) della (1.1) con una
tale forza, e cioe durante un qualsiasi moto effettivo prodotto da una tale forza, si
ha

(t) = cost = xg .

Il fatto che cid accada per una qualsiasi soluzione della (1.1) prodotta da una
tale forza, insieme con il fatto che ne coinvolga i caratteri differenziali solo fino al
primo ordine, sono di grande importanza. Essi infatti permettono di riconoscere nel
risultato cosi ottenuto una conseguenza differenziale della (1.1) del tipo: in ciascun
istante, durante un moto effettivo prodotto da quella forza, sussiste fra le variabili
di stato la relazione: © = g, e quest’ultima risulta un’equazione differenziale del
primo ordine necessariamente verificata da tutte le soluzioni della (1.1) con una
tale forza. Tale equazione differenziale puo essere risolta, o almeno discussa in
modo qualitativo, senza far ulteriore ricorso alla (1.1). In questo esempio, la sua
soluzione &  z(t) = @ t + xp; questa rappresenta una caratteristica necessaria
comune a tutti i moti soluzioni della (1.1) con una tale forza, ed ¢ stata determinata
non risolvendo la (1.1) bensi solo la sua consequenza: & = Iy. 0

N.B. 1.7 Per generalizzare il procedimento, si puo ricorrere alla seguente notazio-
ne. Si chiami w il campo della (1.3) scritta (in coordinate) nella prima delle due
forme indicate, e cioe

. e —
u = wu), con u:z(O ,v,t)
e
. . . ry % — . . .
Nellipotesi semplificativa per la quale la forza f(OP,v,t) non dipende esplicita-
mente da t si ha in particolare
— R — —~ —
w(u) = (U, f(OP,v)/m) con u = < OP, v)
e e
RN . .
Con tale notazione, si chiami F = F(u) = F(OP, V) la funzione scalare F(u) :=
m &, e si denotino con VozF e ViF ivettori gradienti di F relativi rispettiva-

mente alle coordinate di posizione e a quelle di velocita (supposti entrambi esisten-
ti).  Si osserva che la F ¢ tale che risulta nulla la sua Derivata Direzionale D,
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rispetto alla direzione w := (7, f/m) e ciot la
DwF(u) = Vs F -5+ VeF -~ FOP.#) = fo = 0
w (u) T OP U+ Vi Ef( 7”)_ fm = .

Questo implica che, identicamente lungo ciascuna delle soluzioni della (1.1), si ha
(con leggero abuso di notazione) F( 0—15(15), O—Iﬁ(t) ) = F( 0—150, Up)-

Memento 1.8 Integrale primo di un’equazione differenziale autonoma del tipo
u = w(u) éuna funzione scalare di stato F = F(u) (regolare sull’aperto D di
regolarita di w, e non identicamente costante) il cui valore rimane costante lungo
ciascuna soluzione dell’equazione differenziale.

Equivalentemente, (si veda oltre): indicata con wu(t,up) la soluzione dell’equa-
zione che corrisponde al generico, arbitrario, dato iniziale ug, € che quindi verifica
lidentita 4 (t, ug) = w(u(t, up)) comunque sia stato fissato ug, si ha che Integrale
primo dell’equazione é una funzione F = F(u) (regolare su D, non identicamente
costante) tale che

su D si abbia DyF(u) = 0.

In tal caso, e comunque sia stato scelto wg, in sua corrispondenza si ha

d

n Flu(t,ug)) = ('w(u) . Vuf@“)) (t)

e quindi, comunque sta scelto ug,

2
= 0;

<

F(u(t,uo)) F(ug) -

O

L’esistenza di una o piu funzioni integrali non banali ¢ rara e dipende dalle pro-
prieta globali in D del campo. Le curve di fase w = w(t) hanno in generale una
struttura ben piu complicata di quella delle linee di livello F(u) = cost di una
funzione C' su tutto D. Questo accade, per esempio, se tutte le curve di fase “en-
trano” in un punto o si avviano definitivamente verso un qualche sottoinsieme di
curve di fase di D; la continuita di F impone in tal caso che il valore che F assume
sul punto, o sulle traiettorie in questione, sia lo stesso ovunque in I: se il flusso
ammette qualche insieme che globalmente attrae tutte le traiettorie questo non
puo essere un sistema conservativo. O

N.B. 1.9 Nella notazione delle equazioni vettoriali del secondo ordine, come
I'equazione di Newton (1.1), tutto cio si specializza come segue: Integrale primo
dell’equazione differenziale autonoma ma = f (0—1)3,17) e una funzione scalare di
stato (ma non identicamente costante) F = F (O—f; ,U) il cui valore rimane costante
lungo ogni soluzione O—fD = O—]>3(t) dell’equazione differenziale stessa (ogni moto
dinamicamente possibile) e in particolare ogni moto effettivo. Essa pertanto & una
funzione scalare F = F (O—ﬁ, v) (non identicamente costante) per la quale risulta

(1.5) L r(GPW),0B(1) = <Vo—15}"- OP + ViF - ﬁa) )

vt
dt N

0
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quando OP(t),OP(t),OP(t) sono quelle che competono a un (qualsiasi) moto
- —
effettivo, soluzione della ma = f(OP,¥) per fissati (qualsiasi) dati iniziali.
Si chiami G = Q(WD, ) la derivata direzionale D, di F rispetto a w = (7, f/m). Quando si
calcola la G lungo un qualunque moto OP = O_])D(t) si ha

G(OP(t), B(t)) := DwF(OP(t),7(t)) = (V—»J—‘ T+ VyF- — f(OP )) (t) .

1
m

- —

Se, in particolare, il moto & soluzione dell’equazione ma = f(OP, ), e se la funzione F ne ¢ un
integrale primo (nel senso che sussiste la (1.5) qualunque sia tale moto, soluzione dell’equazione
detta) allora senz’altro

. .

OP(t)=i(t) e OP(t) = f(OP(t),0P(1))

e quindi sussiste necessariamente 1’identita:

<

G@P(),5() = & FOPW),0P()

. e — - — . . e — . . .
In particolare:  G(OPg, ) = DwF(OPo,tp) = 0. Maidati (OPg,¥y) sono arbitrari, il che
comporta la condizione necessaria:

— — —
G(OP,%) = DwF(OP,7) = 0  per qualsiasi (OP,ﬁ) .

- v
Viceversa, se & vera quest’ultima, allora & anche G(OP(t),U(t)) e 0, e cio implica la (1.5).
- —
Si conferma quindi la definizione equivalente: Integrale primo dell’equazione ma = f(OP,v) &
— —
una funzione scalare (non costante) F = F(OP,¥) che abbia derivata direzionale Dy F(OP, D)

identicamente nulla su tutto I'insieme degli stati cinetici (P, ¥) compatibili con 1’equazione:

—

- v(O

(OP,7)

v

)

0. o

DwF(OP, ) = VgpF i+ VsF

1
m

N.B. 1.10 Se una funzione F ¢ integrale primo di un sistema & = v(z), e come
tale risulta D,JF =0, cio sussiste in ogni sistema di coordinate (solidali fra loro).

Si possono infatti fare le seguenti considerazioni.  Si supponga che, nelle coor-
dinate prescelte, il sistema dato sia: @ = v(x), e che di esso t — x = x(t) sia la
soluzione (in quelle coordinate) relativa ad un dato xg. Per ipotesi sussiste 1'i-
dentitd F (z(t, o)) = F(xo). Si denoti poi con & = ¢~ (z) una trasformazione
di coordinate differenziabile, indipendente dal tempo, e per la quale il nuovo si-
stema di equazioni & € = v(€) == Opp tov(x) ‘w:cp(ﬁ) del quale & soluzione la

t— &(t, &) = o L(x(t,p(£&))). Allora & anche
F(p(&(t,&0))) = F(p(&)) qualsiasi sia Iarbitrario & € o Y(D).

In effetti, la funzione F : £ — Fop = F(p(£)) ha valore costante lungo ciascuna
delle soluzioni dell’equazione & = v(&) giacché

d OF ¢
— léty=vie) Fopok) = v(€)
dt |40 ox O
oF d
= gk v (@) i |E®)=v(=) (Fow) : 0

z=¢(£) z(t)==2 3
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Dunque, quando I'equazione (1.1) ammette un integrale primo F sussiste il

Teorema 1.11 (di conservazione)
(1.6) F(OP,#) = F(OPy, )

che ¢ una condizione sulle variabili di stato da ritenersi valida per ogni coppia
(O—]>3 ,U) e (0—150, Up) compatibili con una qualsiasi soluzione dell’equazione di moto.
Come tale essa e una equazione differenziale del primo ordine che, conseguenza
dell’equazione ma = f (0—15, U), e verificata da (almeno) ciascun moto effettivo.

—

Esempio 1.12 Se la forza totale, o meglio se la retta (P, f), incide costantemente

—_ v
una fissata retta r = (C,€) se ne deduce la &-CP x d 20 che implica
—
- CP X ¥ = cost, e questo ¢ un altro teorema di conservazione.
— —

Infatti: chiamata F la funzione F = F(OP,¥) := &-CP x v, con un procedimento
analogo a quello visto nell’Esempio 1.6 si ha

g .

VopF 0+ VeF - — f(OP,5,t) =& 7 x 7+ x f=0,
m

1
m
e quindi identicamente lungo ognuna delle soluzioni della (1.1) con una tale forza
. — — —_—
risulta F (OP(t),OP(t)) = F (OPy,vp ).

Scelto ’asse r come asse z di un sistema di coordinate cilindriche (C, p, 6, z),

—

e quindi con & = €3, & facile ricavare (esprimendo sia C'P che ¢ nelle loro parti

parallela e ortogonale a &) e cioe il tutto in coordinate cilindriche relative a r =
(C,¢€)) che il prodotto misto

—

E-CPxT=¢ ko=¢&-pix pd7 = p*0

esprime la velocita areolare della proiezione CTﬁ) = pu del vettore CP sul piano
ortogonale all’asse. Per cui: ogni moto effettivo prodotto da una tale forza avviene
in modo tale che la sua proiezione sul piano ortogonale all’asse r si muove con
velocita areolare costante giacché verifica l’equazione differenziale del primo ordine:

— —
gCPXﬁ:gCPOX170 ]

Esempio 1.13 Se la forza totale incide costantemente un fissato punto C' si ha

CP x i Z 0 e quindi il moto effettivo e centrale. Come si e visto nel Cap.I, la
ko (t) = CP x § = ke(to) = ko(to)ii implica CP(t)-ke(to) =0 e quindi il moto
avviene sul piano 7(C, Py, T), a meno che sia ko (to) = 0 e allora esso ¢ rettilineo
sulla retta r(C, Py, vy). Qualora poi il punto C' fosse un punto improprio, come per
esempio nel caso: @ x § = 0, si avrebbe v X § = cost =77 che da v- 77 = 0 e quindi
(ﬁ(t) -7 = cost, oppure U =\ § se 7 = 0.

Gli stessi risultati si possono ottenere in modo equivalente. Chiamati F;, per
i =1,2,3, i momenti assiali della quantita di moto rispetto alle rette (C, é;):

—_— - —
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si ha
— —
VepFi- v+ VaF; - (OP,v,t)=¢€ - Ux U+ ¢€ -CPx f =
m

e quindi, identicamente lungo ognuna delle soluzioni della (1.1) con una tale forza,

. g % H - H — . .

risulta ko (OP(t),OP(t)) = kc(OPg,v).  Ogni moto effettivo prodotto da una
tale forza ¢ un moto piano e centrale, e in particolare esso avviene con velocita
areolare costante giacché verifica l’equazione differenziale del primo ordine:

— -
CP x 7= kc(ty) oppure la -7 = cost, (se C' & improprio).
. . . . P é é .
Ne sono importanti esempi le forze centrali: f = —p(|CP|) vers CP, e in par-

ticolare le forze Newtoniane, le forze Coulombiane, le forze elastiche, le cui leggi
sperimentali sono rispettivamente:

- k ™ My - keqqe == - —
fv=-"Lt CP,  [i=-"5-CP,  [.=—-kCP.
A queste si aggiungono, come possibile generalizzazione, le forze costanti, dirette
identicamente verso un qualche punto improprio. ([l

Esempio 1.14 [(continuazione dell’Esempio 1.3)] Se la forza totale dipende dalla
velocita e ne condivide identicamente la direzione: f X U s 0 il moto effettivo e tale

che U x @ jd 0. Se ne ricava vers U = cost, e quindi il moto e rettilineo. Questo
problema e stato gia affrontato e risolto con metodi di verifica; questi indicati qui
SOpra sono invece del tipo risoluzione diretta e si servono della conservazione della
Ne sono esempi le forze di resistenza di mezzo: f = —p(v) vers ¥, e in partico-
lare le viscose e le idrauliche, le cui leggi sperimentali, dette: S la sezione investita,
a € R un fattore di forma, p € R la densita del mezzo, e v, un valore critico
fissato in modo fenomenologico dalle proprieta del mezzo, sono rispettivamente

—

fos = —aSpw, (fintanto che v resta in un conveniente intervallo [v1, v]),

f:-d = —aSuv v (quando v > vy; ed ¢, in generale, vy > v.).

Si osservi che per poter usare lo schema di resistenza di mezzo occorre che il corpo
abbia un asse di simmetria ortogonale e si muova di moto traslatorio con velocita
parallela all’asse. ([l

Esempio 1.15 Forze che dipendono esplicitamente dalla velocita, e che ne sono

> Vi
identicamente ortogonali: f-v = 0, (per esempio le forze di deviazione: —2md X v,
cfr. oltre) prendono il nome di forze a potenza nulla.
Con un procedimento analogo a quello visto nell’Esempio 1.6, e chiamata F la

. o = 1 2 .
funzione F = F(OP,v) := 5 m v, si ha

—

N 1 = _‘ ]_ —
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e quindi, identicamente lungo ognuna delle soluzioni della (1.1) con una tale forza,
— — —

risulta F (OP(t),OP(t)) = F (OPy,vy). Ogni moto effettivo prodotto da una

tale forza avviene con velocita di intensita costante giacché verifica l’equazione

i’ + 97+ 22 = . 0

Si ricordino le seguenti definizioni:

Energia cinetica di un elemento := la funzione scalare, di stato,

muv-v =

3
<

T:v—T(W) =

N —
N —

Energia cinetica di un elemento, in un istante durante un assegnato moto :=

la funzione scalare, composta per il tramite del moto,
1 ) )
T:t—T(t) = 5 M OP(t)-OP(t) =

Potenza di una forza := la funzione scalare, di stato,

— — —

W : (OP,7,t) — W(OP,7,t) == f(OP,7,t) 7.

Potenza di una forza, in un istante durante un assegnato moto := la funzione
scalare, composta per il tramite del moto,

- — —

Wt = W(E) := F(OP(t),0B(t),t) - OP(t) .

Lavoro elementare di una forza := la forma differenziale lineare rispetto a un

—
dOP arbitrario, o “nominale”, data da

—

(1.7) i = f(OP,%,t) - dOP .

Lavoro di una forza durante un assegnato moto := la funzione scalare, inte-
grale di linea del lavoro elementare lungo il dato moto, e quindi I'integrale rispetto
al tempo della potenza W(t) durante il dato moto,

LEN

F(OPB(r),0B(r),r) - OB(r)dr .

(18) (t();t)'_)EtO,t = /t W(T)dT =

to

N.B. 1.16 Diversamente dall’Energia Cinetica, che ¢ una “funzione di stato” nel
senso che ¢ direttamente esprimibile come funzione delle sole variabili di stato
dell’elemento, un’analoga definizione per il lavoro di una forza non € in genera-
le possibile giacché per calcolare l'integrale (1.8): f;; W(T)dT occorre conoscere

— —

esplicitamente entrambe le funzioni incognite OP(7) e OP(T).
Inoltre, per definire ed eventualmente calcolare (la potenza ed) il lavoro di
una certa forza durante un certo moto, il moto in questione puo anche essere
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qualsiasi: non deve necessariamente essere un moto effettivo, e cioe una soluzione
dell’equazione del moto (1.1) con quella forza, esso deve solo essere fissato e noto.
In altre parole, il lavoro (1.8) ha carattere nominale, nel senso che il moto lungo il
quale esso viene calcolato e arbitrario e non necessariamente effettivo. Allo stesso
modo, ha sempre carattere nominale il lavoro elementare di una forza in quanto il

—
differenziale dOP & arbitrario. O

Malgrado sussista ’affermazione fatta nel precedente N.B. 1.16, il caso delle forze
a potenza nulla ne & perod un’eccezione, e quanto si e fatto nell’Esempio 1.15 puo
anzi essere riproposto come segue, e ulteriormente esteso nel seguito.

Si supponga che una forza a potenza nulla sia la totale responsabile di un
certo moto effettivo, e si moltiplichino scalarmente ambo i membri dell’Equazione
(1.1) calcolata durante quel moto per la corrispondente velocita ¥(t) (supposta
non nulla); si ottiene la

ma(t)-v(t) = W(t) e quindi la: % <% va(t)> = W(t) = 0.

Nel particolare caso in esame e possibile integrare ambo i membri rispetto al tempo
e riconoscere che questa identita proviene da una relazione differenziale che si puo
scrivere in questo caso anche senza conoscere il moto. Infatti qui I'integrale (1.8)
vale zero, qualunque sia il moto. Come risultato si ottiene ovviamente (come gia
nell’Esempio 1.15) il teorema di conservazione v? = cost valido lungo qualsiasi
moto soluzione della (1.1).

Sfortunatamente, e come rimarcato nel N.B. 1.16, se la forza agente ¢ qual-
siasi tale procedimento generalmente non si puo ripetere. In generale infatti non
¢ possibile determinare I'integrale (1.8), e cioe il Lavoro compiuto da una forza
durante un moto, a meno che siano esplicitamente note non solo la legge della
forza ma anche il particolare moto t — (ﬁ’}(t) in esame. Cio perché per valutare
I'integrale (1.8) occorre conoscere oltre alla forza agente, ai particolari dati iniziali,
e agli istanti iniziale e attuale, anche la traiettoria e I’equazione oraria. Infatti, a
causa della presenza di v e di t nella legge della forza, in generale 'integrale della
forma differenziale (1.7) si puo valutare solo se la “linea” lungo la quale si integra
e parametrizzata proprio mediante il parametro t, e cioe se & noto il moto. Il ri-
sultato dell’integrale dipende direttamente dal moto e muta al variare di esso, e il
procedimento non puo fornire alcun teorema di conservazione.

Inoltre, se la potenza W(t) di una forza viene calcolata durante un (qualsiasi)
moto nominale essa non ¢, né uguaglia, in generale la derivata totale, fatta_ri)spetto
al tempo e per il tramite del moto, di alcuna funzione dello stato cinetico (OP, U, t).
Viceversa, il ragionamento fatto sopra mostra che sussiste la seguente

Proposizione 1.17 Qualora il moto che si usa per calcolare la potenza W(t) di una
forza non sia qualsiasi ma sia un moto effettivo prodotto da quella (sola) forza,
e come tale sia soluzione della (1.1) con la data forza, la potenza W(t) calcolata
con tale moto non e, ma uguaglia identicamente la derivata rispetto al tempo della
(funzione composta) energia cinetica durante quel moto. 0]
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—
Dimostrazione Si consideri, dapprima, un certo (qualsiasi) moto t — OP(t).
In ciascun istante ¢ durante tale moto, sussiste l'uguaglianza

ma(t) - i(t) = m OP(t) - OP(t) = = T(1)

PN . . e 4 N .
Se allora, come gia osservato nell’Esempio 1.15, il moto OP = OP(t) ¢ effettivo,

— —

e come tale e soluzione dell’equazione (1.1) con una certa forza: f = f ((73, U,t),

- — g
lungo quel moto sussiste 'identita ma(t) = f(OP(t), OP(t),t). Ne segue 'identia

(1.9) % T(t) = W(t) .

Solo cosi potenza ed energia cinetica rimangono correlate, e non lo sono, in gene-
rale, quali funzioni di stato. |

Integrando formalmente la (1.9) rispetto al tempo si ricava il

Teorema 1.18 (del Lavoro) Durante un moto effettivo, il lavoro compiuto fra due
arbitrari istanti (to, t) dalla forza totale agente sull’elemento uguaglia la differenza
fra i valori assunti dall’energia cinetica relativa a quel moto e quegli istanti.

1 1

(1.10) mv?(t) — 5 mv?(to) = Lyt -

N.B. 1.19 §Si e gia osservato che il processo di integrazione che permette di
scrivere la (1.10) e possibile solo a posteriori della conoscenza del moto giacché, per
calcolare il lavoro di una forza, € in generale indispensabile conoscere esplicitamente
non solo la forza ma anche il particolare moto. Pertanto quando il moto non si
conosce a priori, e anzi il problema e quello di determinarlo, il teorema del lavoro
— e cioe la (1.10) — puo dare un contributo solo parziale visto che per conoscere
il secondo membro della (1.10) occorre gia conoscere la soluzione del problema.
In altre parole, I'’equazione (1.10) non stabilisce in generale alcuna relazione fra le
variabili di stato del sistema che sia identicamente verificata dai moti effettivi, né
puo essere usata a priori dalla conoscenza del particolare moto, e cio generalmente
rende la (1.10) e la (1.9) di scarsa utilita ai fini della determinazione del moto
stesso

D’altra parte il Teorema del Lavoro ¢ verificato da una qualsiasi quiete, anche
se questa non ¢ dinamicamente possibile, e cioé compatibile con la (1.1). O

Come si e ripetutamente osservato, per calcolare il lavoro di una forza, € in generale
indispensabile conoscere esplicitamente non solo la forza ma anche il particolare
moto. Vi sono tuttavia forze per le quali cio non accade, e il cui lavoro si puo
calcolare a prescindere da quale sia il particolare moto. In tal caso il teorema (1.10)
risulta di grande utilita giacché dalla (1.10) si ricava un teorema di conservazione.

Un primo esempio e quello delle forze che (si veda I'Esempio 1.15) avendo
potenza identicamente nulla hanno anche identicamente nullo il lavoro. Per esse
si & provato che: ogni moto effettivo prodotto da una forza (totale) a potenza nulla
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avviene con Energia cinetica costante giacché verifica 'equazione differenziale del
primo ordine:

1 2
= - m v, = costante .
2

N.B. 1.20 In realta, non e del tutto corretto chiamare quella qui sopra “equazione
differenziale del primo ordine”. Infatti, certamente del primo ordine, essa non e
un’equazione differenziale ma ben piu di una. A seconda di quali siano le variabili
note, infatti, essa puo dar luogo a sei equazioni distinte. Essa € comunque una
relazione identicamente verificata dalle variabili di stato e le loro derivate prime
durante un qualsiasi moto effettivo. O

N.B. 1.21 L’annullarsi identico per ogni t della potenza W(t) e condizione an-
che necessaria (oltre che sufficiente) affinché sia nullo il lavoro Ly, per ogni t.
Inoltre, affinché una forza f possa dirsi a potenza nulla, essa deve necessariamente
dipendere dalla (direzione della) velocita ed essergli ortogonale. Una tale forza
avra quindi potenza nulla qualsiasi sia il moto considerato: nominale o effettivo.

Facendo riferimento a tali considerazioni si puo in particolare concludere che: as-
segnata una certa forza totale f, la differenza di energia cinetica relativa a due
istanti di un moto effettivo uguaglia non solo il lavoro della forza, ma anche quello
compiuto durante quello stesso moto da una qualsiasi altra forza ottenuta som-
mando a essa un’arbitrario addendo a potenza nulla. Ai fini del solo calcolo del
lavoro e come se il moto fosse stato prodotto dalla sola parte della forza che ha
potenza non nulla.

Si badi bene che l'aggiunta di una forza a potenza nulla nell’equazione fonda-
mentale ma = f in generale modifica il moto. Quello che qui si e affermato e solo
che, assegnato un particolare moto, il lavoro compiuto dalla forza che lo genera, e
la differenza di energia cinetica, sono i medesimi di quelli calcolati come se quello
stesso moto fosse stato prodotto da un’altra forza, diversa da quella data per un
arbitrario addendo a potenza nulla o: “non dissipativo”.

Esempio 1.22 [(continuazione dell’Esempio 1.15)] Si vuole ora estendere il pro-
cedimento seguito nell’Esempio 1.15 per il caso delle forze a potenza nulla. Lo si
fara come segue. O

Sia (O, z,y, z) una fissata, arbitraria, terna di riferimento. Si definiscono

Forze posizionali := quelle forze nella cui legge sperimentale compare (al piu)

—
il vettore di posizione OP:
— - —>
f = f(OP).

Esse sono quindi quelle forze che hanno come componenti sugli assi funzioni al pit
delle coordinate x,y, z dell’elemento sul quale la forza agisce.
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Anche per le forze posizionali, sebbene non si puo in generale dare al secondo
membro del teorema del lavoro (1.10) una forma semplice quale quella del primo

- ——
membro, giacché non si puo in generale esprimere il prodotto f(OP) - v dt come il
differenziale (totale) di una qualche funzione di stato. E tuttavia possibile trarre
vantaggio dal fatto che il lavoro elementare dL di una forza posizionale ¢ una

- — —
forma differenziale f(OP)-dOP delle sole variabili di posizione, come si calcola

—
subito servendosi dell’espressione OPdt = (€} + yéy + 2€3)dt:

- —

Al = fy(z,y,x)dx + fy(z,y, 2)dy + f.(x,y,2)dz = f(OP) .dOP .
Si riconosce cosiche sussiste la seguente

Proposizione 1.23 Per calcolare il lavoro compiuto da una forza posizionale du-
rante un (qualsiasi) moto e sufficiente conoscere la sola traiettoria da esso percorsa
e non anche l’equazione oraria con la quale la traiettoria stessa viene descritta.
1l lavoro compiuto da una tale forza lungo un arco regolare semplice v uguaglia
la differenza dei valori che una funzione regolare V, dell’ascissa curvilinea di vy
assume in corrispondenza ai punti iniziale e attuale. ([l

— —
Dimostrazione Sia OP = OP(7) una qualsiasi espressione parametrica nota

—
dell’arco regolare semplice v della traiettoria percorsa dall’elemento, e sia OP =
% é é . . . .

OP(t), con OFy := OP(ty), il moto (incognito) lungo il quale calcolare la (1.8).
Nell’ipotesi che ’arco v venga percorso senza istanti di arresto si indichi con 7 =
7(t) l'incognita legge oraria a esso corrispondente, e con t = t(7) la sua inversa

(locale). 11 differenziale W(t)dt = f| (O—f’ (t)) - (ﬁ(t}dt resta espresso in funzione
del solo parametro 7, per il tramite della funzione (nota) OP = O_P>(T), dalla
W(T)dT = f((ﬁ)(T)) : (d O—])D(T)/d T)dT. [L’essere la forza posizionale assicura che in
questa espressione non vi sia traccia della funzione (incognita) ¢ = t(7) che, invece, vi sarebbe se
nella legge della forza apparissero anche la velocita ¥ o il tempo t}.

Pertanto, per calcolare il lavoro di una forza posizionale si puo fare ricorso al
teorema di integrazione per sostituzione di variabile, e cioe alla definizione stessa di
integrale della forma differenziale lineare f| (0—15) .dOP , e concludere che [’integrale
della forma differenziale che esprime il lavoro elementare di una forza posizionale
lungo un arco di traiettoria v noto e regolare non muta anche se la curva v viene
espressa mediante una parametrizzazione diversa da quella (incognita) del moto.

Cosi, il lavoro della forza posizionale lungo un arco ~, semplice, regolare, con-

— — — — —
giungente punti Py e P tali che OPy = OP(ty) = OP(19) e OP = OP(t) =
OTD(T), resta valutato dall’espressione

t —_— —_—
Eto,t: W(t)dt = ,Cpo,p = /_‘( P)d P
to Y
T dOP
= [ fOP@)- T ) dr



80 Capitolo 2. Dinamica dell’elemento

nella quale si & supposta esistere ma senza che sia nota la citata relazione 7 = 7(t)
fra i parametri t e 7.  Pertanto: il lavoro compiuto da una forza posizionale
durante un qualsiasi moto che avvenga (senza istanti di arresto) lungo una fissata
traiettoria v non dipende dall’equazione oraria T = 7(t) con la quale la curva
~v e percorsa. Esso certo dipende dalla traiettoria v, ma solo per il tramite del
particolare arco percorso e non per la sua parametrizzazione. Un buon parametro
7 nel calcolo dell’integrale di linea qui sopra e allora I’ascissa curvilinea s.

In definitiva, detta V., = V,(s) 'opposto di una funzione primitiva della fr(s),
e cioé posto

V) = [ ) as

si e provato che il lavoro fatto da una forza posizionale lungo un arco y di traiet-
toria, noto semplice e regolare di estremi Py e P, ¢ espresso dalla

OD(s) = OP,

Lp,p = Vy(s0) — Vy(5) , con . N
! ! OP(so) = OF, . §

Importante applicazione di tale Proposizione e la seguente.  Si consideri un pro-
blema di moto nel quale la forza e posizionale, e per il quale la traiettoria dell’e-
lemento st conosce a priori. Si consideri anzi, piu in generale, il caso di una forza
“y-posizionale”, e cioe una forza ottenuta aggiungendo a una posizionale un’arbi-
traria forza a potenza nulla (entrambe queste proprieta supposte vere anche solo
sulla curva 7) e quindi una forza totale che calcolata su v abbia componente fr
tangente alla curva vy nota in funzione della (sola) posizione sulla curva. Per quan-
to si e detto, il lavoro compiuto da forze di tale genere durante un qualsiasi moto
che avvenga lungo v puo essere agevolmente calcolato facendo uso del semplice
integrale

ﬁpo’p = ﬁso’s:/ fT(S/) dS/ .

Questo permette di concludere che: quando I’arco di traiettoria v ¢ noto a priori,
e (magari solo su quella traiettoria) la forza totale ¢ posizionale o differente da
una posizionale per ’aggiunta di un termine a potenza nulla, in ciascun istante
durante un moto effettivo OP = OP (s(t)) che sia prodotto da quella forza e che
percorra quell’arco senza istanti di arresto, tra lo stato cinetico (sg, $0) e lo stato
(s,$), entrambi arbitrari purché scelti su tale moto effettivo, sussiste la relazione
necessaria:

(1.11) % m §% — % m 5 = /S: fr(s') ds" =: Vy(so) = Vy(s) .
Introdotta la funzione F, data da
Fo(s,8) 1= = mo? —/f(oT’D(s))-f(s)ds
2+

m s

N = N

V’V(S) 9
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¢ ancora servendosi della § = T-d@ = fT(O_])D(s)) = fr(s) siottiene
. O0F, 1 or, . 1 .
S E + E fT(S) E = —S fT(S) + m fT(S) ms =0 s

e quindi lungo ognuna delle soluzioni della (1.1) che descrivono la data traiettoria
v e qualunque sia ’equazione oraria s = s(t) con la quale cio accade, sussiste il
teorema di conservazione

) 1 ) )
Fy(s,8) = 5m82+V7(S) = F,(s0,50) -

In conclusione: se il moto dell’elemento avviene lungo una traiettoria v nota a
priori, e se la forza totale che agisce sull’elemento e che produce tale moto ¢ la
somma di una posizionale e di una a potenza nulla (anche se entrambe le condizioni
fossero valide solo sulla linea «), allora ogni moto effettivo prodotto da una tale
forza e che descrive (senza istanti di arresto) la traiettoria vy verifica 'equazione
differenziale del primo ordine:

s d = [ ey de = smst — [ frio) do

Contrariamente alla (1.10), quest’ultima da un notevole contributo alla risoluzione
del problema del moto, sempre a patto che sussistano le ipotesi dette. Infatti la
(1.11) & un’equazione differenziale nella funzione scalare s = s(t) unica incognita
rimasta del problema. Inoltre essa e un’equazione autonoma del primo ordine, e cio
ne permette almeno in linea di principio la risoluzione esplicita o, almeno, un’utile
ed esauriente discussione qualitativa.

Si osservi anche che la (1.11) € una diretta conseguenza della proiezione del-
I’equazione di Newton lungo la tangente alla traiettoria, ma non ne e equivalente
neanche per i soli moti lungo quella traiettoria; la (1.11) infatti ammette come
soluzioni di equilibrio tutti i punti della traiettoria: ogni moto per il quale s = s(t)
¢ identicamente uguale a sp rende nulli ambo i membri della (1.11). Le effettive
posizioni di equilibrio vanno determinate, a partire dalla corrispondente equazione
del secondo ordine, servendosi della conveniente equazione della statica: fr(s) = 0.
Inoltre, la discussione della (1.11) va effettuata separatamente su ogni arco agli
estremi del quale vi siano eventuali istanti di arresto, e cioe istanti t* tali che
5(t*) = 0.

Quanto visto fin qui si generalizza ulteriormente nel seguente esempio. In esso
si tratta di una categoria di forze di enorme importanza e che comprende alcune
di quelle viste qui sopra. Tali forze, pur non dando luogo a una specifica classe
di moti, permettono tuttavia di discuterne a priori alcune delle loro principali
caratteristiche qualitative. L’utilita del metodo e tale che spesso, pur di ricorrervi,
si e disposti a supporre vere in modo completo proprieta che per motivi fisici
possono talvolta sembrare, o sono senz’altro, inaccettabili.
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Le forze conservative

Sia D C R? un sottoinsieme aperto connesso del sistema di riferimento.

Una forza (posizionale) definita su D si dice conservativa quando esiste
una funzione scalare V = V(x,vy, z), definita suD e i di classe Ct, che
abbia derivate parziali prime rispetto alle x,y, z rispettivamente uguali
alle componenti omologhe della forza cambiate di segno

— fm(x7yaz) = % V(m,y, Z)
0

< - fy(x,y,z) - a_y V(l’,y,Z)

- L@ = 5 V(@2)

0, piu brevemente,

—

- (iU,y,Z) =V V(CL’,y,Z) per Ogni (l’,y,Z) eD.

A tale funzione V = V(z,y, z) viene dato il nome di Energia potenziale; e talvolta
di “potenziale” al suo opposto U(zx,y, z) == —V(z,y, 2).

N.B. 1.24 1l tutto sussiste in un certo, fissato, riferimento e non si conser-
va al cambio del riferimento (o di coordinate) a meno che la trasformazione sia
indipendente dal tempo, nel qual caso vale quanto visto nel N.B. 1.10. O

N.B. 1.25 Se V = V(x,y, z) € un’energia potenziale per una forza f= f(x, Y, z) e
se ¢ e una qualsiasi costante reale, allora anche V= 17(25, y,z):=V(x,y,2)+c &
un’energia potenziale per la stessa forza, e cioe: se una forza é conservativa essa
ammette un’intera famiglia di funzioni energia potenziale, tutte ottenibili I'una
dall’altra per ’aggiunta di una costante e tutte equivalenti ai fini della discussione
dei moti. Il valore di tale costante puo sempre essere scelto arbitrariamente e non
muta la discussione. Si badi bene a non confondere il valore di tale costante ¢ con
quello individuato dalle condizioni iniziali di un certo moto: Vo = V(xo, yo, 20) + ¢;
questo, come si vede, € noto a posteriori della c . O

Se una forza € conservativa la sua potenza W = W(t) durante un arbitrario (fis-

sato) moto, anche se non effettivo o generato esclusivamente da essa, ¢ la derivata

totale rispetto al tempo della funzione —V(t) := —V(x(t),y(t), 2(t)) composta della
—

funzione V = V(z,y, z) per il tramite del dato moto OP = OP(t)
d —

f conservativa — W(t) = — 7 V(OP(t)) .

E chiaro che cid non accade alla potenza di una forza qualsiasi, che generalmente
non e la derivata totale di alcuna funzione composta per il tramite del moto.
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Nel caso di forze conservative é possibile calcolare a priori il lavoro da
esse compiuto durante il moto (qualunque sia il moto, nominale, privo di
istanti di arresto, anche non prodotto unicamente da esse) purché siano
note le posizioni Py e P relative agli istanti to e t durante quel moto.

Infatti, per valutare il lavoro compiuto da una forza conservativa durante un qual-
. . — — — — N .

siasi moto tale che OPy = OP(ty) e OP = OP(t), e cioe per integrare la potenza

durante quel moto, non occorre conoscere nulla del moto stesso salvo che gli estremi

dell’arco di traiettoria da esso descritta. Cio perché sussiste la

t td
Lyt = WTdT:—/—VOPT dr
(1.12) to.t \ (1) @ (OP(7))
—

= V(OPy) —V(OP) = Lp,p .

Conseguenza importante Il fatto che il risultato dell'integrale nella (1.12) di-
penda dal moto solo per il tramite dei punti Py e P mostra che il lavoro di una
forza conservativa non dipende né dalla traiettoria né dall’equazione oraria, ma
solo dai punti Py e P sul percorso.

Memento 1.26 Una forma differenziale lineare, definita su un aperto conmesso
D C R3, si dice esatta quando esiste una funzione U il cui differenziale totale
uguaglia in D la forma data. 0

N.B. 1.27 Se una forza definita su un aperto connesso D C R? & conservativa, il
suo lavoro elementare ¢ una forma differenziale esatta in I:

—

i = f(OP)-dOP = — dV(OP) = dU(OP) .

Equivalentemente: se una forza e conservativa su D, dato un qualsiasi cammino
— —_— —_—
semplice vy = vy(1) = OP =OP(1t) CD, 7€ [m,m|, con|dOP/dr|+# 0, che

—

— — —
unisca due (arbitrari) punti Py, P, in D, con OP(11) = OP1 e OP(12) = OPs ,

si ha:
2 dx dy dz
[ (e n P E)mar

— [7 4 (et r), () ar

1

/ f(OP) - 40P
(1.13)

= V(z1,y1,21) — V(x2, Y2, 22) .

Tale integrale e indipendente dalla scelta di v purché questa congiunga i due,
peraltro arbitrari, punti OP; = OP(1y1) e OPy=OP(12) .
Equivalentemente: se una forza e conservativa su D, lungo ogni cammino sem-
plice e chiuso vo C D, e indicato con T il periodo del ciclo 7, risulta

0.

o — T, __, —
/ F(OP)-d OP = / F(OP(o)) - 0P () do

Si osservi che per il verificarsi di tali relazioni la condizione di forza conservativa
e certo sufficiente, ma non necessaria: si veda il N.B. 1.28 qui di seguito. O
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N.B. 1.28 Anche per le forze conservative e lecito ripetere 'osservazione fatta
circa il calcolo esplicito del lavoro compiuto da una forza quando a essa se ne
aggiunga una arbitraria avente potenza nulla. O

Forze sostanzialmente conservative := forze ottenute aggiungendo a una forza
conservativa (o, pleonastico, strettamente conservativa) un arbitrario termine a
potenza nulla.

Quando una forza € sostanzialmente conservativa resta possibile calco-
lare a priori il lavoro da essa compiuto durante un qualsiasi moto che
abbia assegnati estremi, e cio anche senza conoscere esplicitamente tale
moto. Assegnata la coppia delle posizioni considerate sue estreme ma
per il resto arbitrarie, per esempio la posizione iniziale e la posizione
attuale, tale lavoro e solo quello che proviene dalla parte strettamen-
te conservativa della forza e uguaglia la differenza di energia potenziale
calcolata in esse.

Le precedenti osservazioni sono quelle che rendono cosi importanti le forze conser-
vative. Sia data una forza sostanzialmente conservativa. Da quanto si € appena
. . . . —_— g —_— g
visto, anche durante il moto effettivo, che unisce OP(ty) = OPy con OP(t) = OP,

si ha
V(CUO;ZUO;ZO) - V(x7y7 Z) - EPO,P = 'Cto,t ;

d’altra parte, se quella forza é la totale responsabile del moto, il teorema del lavoro
afferma che durante tale moto sussiste 'identita

1 1
(1.14) 3 mv?(t) — 3 mv?(ty) = Lyt -

Ne segue che: se la forza totale responsabile del moto di un elemento & sostanzial-
mente conservativa, e detti (P, ¥p) lo stato cinetico dell’elemento all’istante ¢ e
(P, 7) quello all’istante ¢, qualunque sia il moto effettivo, qualunque sia ’addendo
a potenza nulla nella forza, e qualunque siano gli istanti to e t, durante quel
moto sussiste fra le variabili di stato la relazione:

—

T-T = —m02—§mv(2) = V(O—f;o)—V( P)

—
ove YV = V(OP) & una qualunque delle energie potenziali (per una qualche scelta
della costante additiva ¢ ) della sola parte strettamente conservativa della forza.
Introdotta la

Energia meccanica dell’elemento := la funzione di stato £ : R® — R data da

g = 5(377 y? Z?'j?7y7 2) = T(x.7 y? 2) +V(x7 y? z) )

la relazione vista sopra viene anche detta
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piu approfondito esame del come variano le f¥ in corrispondenza a v ~ 0 porta
a concludere che: nel caso della detta non univocita della soluzione del moto,
fra la quiete e la non—quiete e la prima delle due soluzioni a essere quella che
effettivamente rappresenta il corretto moto.

2.2  Problemi di dinamica dell’elemento

Esercizio 2.1 Discutere il moto dell’oscillatore armonico libero:

— k —
0P —— 0P, k>0,
m
(2.1) OB(ty) = 0P
(to) = o .

—
iniziando dal caso particolare OPq parallelo a vy .

N.B. 2.2  Si osservi che tale problema e solo apparentemente piu semplice di
quello, di maggior interesse fisico, di un elemento materiale soggetto oltre che a

—
una forza elastica —kC'P di assegnato centro C anche alla forza peso mg. Per
convincersene, si adotti il seguente procedimento. Si chiami O’ I'origine del sistema,
di riferimento. Si cerca la soluzione del problema:

(2.2)
O'P(ty) = O'Py,  O'Plty) = .

Tuttavia si nota che, scelto in modo del tutto arbitrario un punto (fisso) O, si ha
identicamente O'P(t) = OP(t) ed O'P(t) = OP(t). Pertanto, posto CP =

—_— =
CO + OP, e usando come nuova origine il punto O, il problema si puo riscrivere
nella forma

— k — k —
OP=-=CO——=0OP+j
m m
— —
OP(to) :OPO N Op(to) = Vo

Se, allora il punto O viene fissato in modo tale che risulti —k C—d +mg = 0, e cioe
se esso coincide con il punto di equilibrio dell’elemento, € immediato verificare che
il problema (2.2) si riconduce al problema (2.1). O

Non lede la generalita assumere che sia tg = 0. Date le specifiche condizioni

iniziali, si scelga I’asse delle z in modo tale che 0—150 =x0€1 € Uy = Tof1.
Come si € detto, € un procedimento di natura del tutto generale sfruttare [’esi-

stenza e unicita della soluzione del problema cercandola sotto una speciale forma,
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intuita a partire dal particolare caso in esame, e cioe dalle particolari forze e condi-
zioni iniziali assegnate. Nel problema presente, cio porta ad ipotizzare la soluzione

—
sotto la forma OP(t) = x(t;xo,%0)€1, ove la x = x(t;x0,%0) ¢ la soluzione —
esistente e unica — del problema ridotto

. k

I =——=x
(2.3) m

ZL‘(to) = 29 i(to) = j?o .

D’altra parte, 'equazione §j = —(k/m) y con yp = 9o = 0 ammette soluzione, unica,

y(t) = 0, ed analogo risultato si ha per la z. Pertanto, alternativamente, si puo
proiettare I’equazione sugli assi e riconoscere che le prime due conseguenze scalari
dell’equazione di moto hanno, per questi dati iniziali, soluzioni identicamente nulle.

N.B. 2.3 Molte delle proprieta alle quali si accennera qui di seguito (ad esempio
quelle enunciate nel Punto 3) sono proprieta generali, che sussistono per un qual-
siasi sistema bidimensionale conservativo & = w(u), con u = (z,y), che ammetta
integrale primo non banale F = F(x,y), e cioe per il quale
DuFlay) = wiloy) G +wye) 5 = 0.

Altre, invece, sussistono solo per il caso ben specifico di un sistema meccanico
scalare posizionale, e cioe per il quale w(u) = (y, f.(x)/m), e I'integrale primo ha
la particolare forma 7 + ) con 7 funzione quadratica e definita positiva della &, e
con V tale che dV/dx = 0 individua i punti di equilibrio del sistema. Altre ancora
sono valide solo per l'oscillatore lineare del caso in esame.

Tuttavia, ¢ proprio a causa di tali semplificazioni che lo studio dei possibili
“diagrammi di fase” viene iniziato a partire da quest’ultimo tipo di sistema, ed
e solo in un secondo momento (si veda la fine di questo capitolo) che tale studio
puo essere vantaggiosamente esteso e ulteriormente dettagliato. Qui di seguito
ci si servira dell’oscillatore lineare come esempio della discussione di un caso
meccanico. O

La (2.3) ammette il teorema di conservazione
1 k 1 k
(2.4) 5ma’c2+§x2 = 5ma’c3+§x3 =: & ; OVVero
E(x,z) == T(Z)+V(x) = & .
Cio implica in particolare che ogni singolo stato (z, #) di un qualsiasi moto effettivo
t— (z(t),z(t)) e tale che

i = i(z) = + \/%(50—1/(9;))

giacché, dovendo mantenere costante la £(z, 2), ciascun singolo stato deve neces-
sariamente appartenere a una delle linee di livello della famiglia ad un parametro:

ve = {(@,3) €R? |E(w,8) = &} .



100

Capitolo 2. Dinamica dell’elemento

Si badi a non confondere tali curve, definite sul piano delle fasi w¢ = {(x, %)}z zer
e che in questo caso consistono in una famiglia di ellissi indiciate dal parametro
&, con linee o superfici equipotenziali definite nello spazio fisico, e che in questo
esempio sono solo le kx?/2 = cost e quindi i piani x = cost, né con le traiettorie,
anch’esse definite nello spazio fisico e che in questo caso sono segmenti dell’asse
delle z.

Le precedenti considerazioni sono un rapido e specifico riassunto dei seguenti

fatti,

(1)

relativi a un sistema 7 = f(z) con z € R

I punti critici z. della funzione V(z) := — [* f(£)d¢ coincidono con le
posizioni di equilibrio del sistema; essi infatti sono gli zeri della funzione
fo = —dV/dx, restrizione all’asse delle x del vettore f = —VV. In questo
caso particolare, la funzione V = k 22 /2 ammette l'origine come unico punto
critico, che risulta un punto di minimo (relativo) della funzione V.

Giacché il primo addendo della £ := 7 +V = (mi?+kx?)/2 & essenzialmente
positivo, localmente le linee di livello £(z, ) = &) sono definite solo se & >
V(xm), ove si e chiamato x,, un punto di minimo (locale) della funzione

VY = V(x). In questo esempio, e con la scelta V(0) = 0, non puod che essere
E > 0.

La regolarita del sistema garantisce che la soluzione ¢ — x(t) dell’equazione
del moto esiste regolare e conserva il valore della funzione £. D’altra parte,
la soluzione uscente dal (arbitrario) dato iniziale (zg, %) individua un in-
sieme di punti {(z(t),2(t))},e;, che sono relativi a istanti ¢ di un qualche
intervallo Iy o tg sul quale la soluzione t — z(t) (supposta priva di istanti
di arresto) e definita. Anzi, per la regolarita del moto, tali punti riempio-
no un arco di linea, la curva di fase, localmente regolare e contenuta nel
piano 7.

Sia & = &(xo,dp) il valore che il punto (zg, %) assegna alla &; l'arco
di linea {(z(t),(t))},eq, appartiene necessariamente all’insieme di livello
E(x,) = &. Si badi a non confondere tale linea con la traiettoria del-
I’elemento, che & contenuta nello spazio fisico (in questo esempio un trat-
to della retta y = 2z = 0). L’arco {(x(t), (%))}, della curva di fase ap-
partiene all’insieme &(x,2) = & = &(x0,d0) ed entrambi appartengono al
plano 7.

Nell’intorno di un qualsiasi punto (x, &) esterno all’asse & = 0 si ha 0€ /0% =
ma # 0; quindi in esso si ha VE # 0. D’altra parte, sull’asse & = 0 si ha
0E/0x = dV/dx # 0, e quindi anche in essi € VE # 0, a meno che la derivata
dV /dz sia calcolata in un qualche punto critico x. della funzione V(z).

Se ne traggono i seguenti risultati:

(3.1) Nellintorno di punti (z, &) # (z.,0), e cioe¢ in punti nei quali ¢ |[VE| # 0,
il teorema del Dini assicura che gli insiemi di livello £(x,3) = & sono
linee, semplici e lisce, la cui tangente e univocamente definita e parallela
al vettore T' di componenti (m, f,(x)) in quanto ortogonale al vetto-
re VE = (%V(w),mdx). Per quanto detto sopra tali linee contengono,
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(4)

interi, gli archi {(z(t), #(t))},¢;, delle curve di fase. Gli archi corrispon-
dono a moti con condizioni iniziali (zg,Zo) scelte su di essi. Come si
e detto, le tangenti a tali linee in ciascun loro punto sono parallele a

(mi, fo(z)).

(3.2) L’unicita della soluzione passante per ciascun dato iniziale implica che
le curve di fase non si possano intersecare. Quindi, le soluzioni sono
tutte rappresentazioni parametriche di archi {x(t),z(t)}te1, semplici;
questi ultimi si possono congiungere gli uni con gli altri (senza essere
il prolungamento l'uno degli altri) al pit nei punti (z.,0), e cioé in
corrispondenza dei punti di equilibrio per il sistema. Questi ultimi so-
no gli unici punti che possono corrispondere a punti di non regolarita
delle linee &(x, %) = cost, per i quali o e [VE| = 0, oppure VE non
e definito.

(3.3) Sull’asse & = 0, uno stato (z,0) che abbia  # . ha anche f,.(z) #0 e
quindi e tale che V& # 0. Esso corrisponde a un istante di arresto in un
punto Z che non ¢ di equilibrio. Pertanto, pur essendo un punto singolare
per la rappresentazione & = Z(x) delle curve E(x, &) = &, € invece
ordinario sia per quanto riguarda la loro rappresentazione z = x(%), sia
per quanto riguarda la rappresentazione parametrica del moto. Sebbene
#(z) sia nullo, il tempo necessario a raggiungere lo stato (z,0) ¢ finito,
si veda il Punto (7) piu oltre, e il moto avviene in modo tale da rimanere
per tempi finiti sull’arco della linea &(x, &) = &y che contiene (Z,0).

(3.4) Congiungendo fra loro i vari archi che vengono descritti al variare di
t nell’intervallo massimale di definizione, si ha che per ogni fissato
Eo = E(xo,%0) la corrispondente linea E(x, &) = & consiste di archi
semplici, e ciascuno individua, in quanto contiene, l’intera curva di fa-
se {x(t), z(t) }+er, ove I & l'intervallo (massimale) di definizione della
soluzione individuata da una qualsiasi delle condizioni iniziali che sono
compatibili con quel valore & e che, come tali, appartengono a quello
stesso arco.

In particolare, in virtl della speciale forma delle funzioni 7 (z) = imi? ed

E = T+YV, per ogni assegnato valore & che la individua, la linea E(z, &) = &
& comunque, a eccezione dei punti (z.,0), composta da due rami simmetrici
rispetto allo scambio & < —&. Essi consistono nei grafici delle due funzioni

(2.5)  i(x) = + \/%(é’o —V(x)) e z(x) = — \/%(80 —V(x)) ,

che, per il Punto (3), sono archi regolari per ogni x tale che &(z) # 0

I due rami @(x) < 0 e #(z) > 0 si congiungono in punti (z,0) dove la
corrispondente linea &(x, %) = & raggiunge 'asse £ = 0. I punti & sono
quelli nei quali, durante il moto, la velocita dell’elemento si annulla, e quindi,
necessariamente, fra quelli per i quali V(z) =& .
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A V() Sdv(z)
G = @)

4 S
2(50V(95))l v,

Detto Z uno (qualsiasi) dei due successivi zeri Z1 2 di & — V(x), distinti ma
eventualmente 719 = 0o, all’interno dei quali risulti: (Eg — V(x)) > 0, si
danno solo due casi possibili:

(5.1) la funzione & — V(z) si annulla in Z in modo tangente e quindi T e
anche un punto critico z. per la V (massimo locale o flesso), e come
tale e di equilibrio per il sistema;

(5.2) la funzione & — V(x) tocca e attraversa in T 1'asse & — V(z) = 0.

Nel primo caso, e cioe se in £ = x. la V(z) € stazionaria, il punto z. € un
punto di equilibrio, e la soluzione non vi arriva per il teorema di unicita. La
linea di livello £(x, %) = & puo anche proseguire al di 1a del punto critico,
ma i vari rami incidenti il punto corrispondono a soluzioni x = z(t) diverse,
nel senso che non si raccordano per tempi finiti, anche se tutte con la stessa
energia &.

Nel secondo caso, come si € osservato nel Punto (3.1), la curva di livello per
(z,0) — e la soluzione cui essa corrisponde — attraversa l'asse & = 0, e lo fa
con tangente definita e parallela all’asse x = 0 giacché la prima componente
del vettore tangente e & che e ivi nulla. Sempre per il fatto che il punto
non ¢ di equilibrio la stessa soluzione arriva nel punto (Z,0) e prosegue
nel semipiano opposto descrivendo (localmente) un arco simmetrico a quello
ottenuto scambiando # < —z; poi si allontana dall’asse delle x tanto piu
quanto piu diminuisce il valore dell’energia potenziale V() a favore di quella
cinetica.  Sempre per il teorema di unicita relativo al dato iniziale (z,0),
la stessa soluzione prosegue nel semipiano opposto fino a raggiungere ’altro
punto: Z1 2 nel quale ¢ nuovamente & = V(x).

Come si e detto, fuori dall’asse & = 0 ciascun ramo di curva di livello indivi-
dua un unico ramo di soluzione. Esse raggiungono il bordo della striscia
{(a:,:v) € R? ‘551 <xz< 332} soltanto in corrispondenza ai punti (Z;2, 0)
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giacché solo in essi si ha & — V(x) = 0; se essi sono punti di equilibrio
solo la linea di livello li raggiunge, ma non la soluzione in un tempo finito.

La continuita della funzione V implica in ogni caso che ciascuna soluzione
appartenga a una (sola) striscia {(m,az) € R? ’5:1 <z< i’g}; infatti: o il
punto x e critico per V, e allora la soluzione non lo puo “attraversare” oppure,
non essendo T critico per V, per x adiacenti a esso e fuori dalla detta striscia
si ha & — V() < 0, e quindi la linea di livello non puo varcare la retta x = &
(per valori reali della ).

Si supponga che entrambi i punti Z; e Zp siano al finito: |Z; 2| < 0o, che
non siano punti di equilibrio, e che la funzione V(x) sia definita e continua
su tutto l'intervallo [Z1, Z2]. A una (qualsiasi) soluzione x = z(t) di energia
&p corrispondera tutta una successione di archi “identici”, presi alternati-
vamente 1'uno successivo all’altro nell’ordinamento temporale, e contenuti
in:

N = { (z, %) ‘S(x,:i;)zé'o, :'cgo}, ed
vy 1= { (z, &) ‘E(x,j:):é'o, 3320} .

I punti di ciascuno di tali due insiemi di archi rappresentano identici stati
cinetici lungo il detto moto. Chiamato cioe (zg, o) un qualsiasi punto lungo
uno di tali archi, sia per esempio il punto (z1, 0) da considerarsi assunto
all'istante to = 0, lo stesso stato cinetico risultera assunto (per la prima
volta) in un qualche istante successivo: t1 = tg+71 dalla stessa soluzione r =
x(t), giacché essa non ha incontrato punti di equilibrio e giacché la funzione
V e regolare sull’intervallo [Z1, Z2]. D’altra parte, visto che (per ipotesi)
nell’equazione di moto non compare esplicitamente la variabile temporale,
lo stato cinetico assunto in ¢ = t; e identico a quello assunto in t = tg; e
pertanto la fase di moto che ha inizio in ¢ = ¢; si ripetera identica a quella
che ha avuto inizio in t = t( e lo stesso stato cinetico verra cosi nuovamente
assunto in to = t; + 7.  Se ne conclude che la soluzione = = z(t), che si

proietta nel piano (z, ) sull’intera linea di livello { (z,) |€(a:,:t) =& },

risulta essere una soluzione periodica rispetto alla variabile t, di periodo T
tale che

t+T T/2
2(t+T) = x(t) +/ #(r)dr,  oanche  Iy=1 +/ #(r) dr .
t 0

D’altra parte, nell’intervallo di tempo (0,7'/2) (scelto qul corrlspondere al
tratto v4) la @ & non nulla e tale che  dx/dt = \/2(E — V(z))/m. E allora
possibile calcolare il tempo (" — t') necessario affinché la soluzione passi
(senza ripetizioni) dall’'uno all’altro di due (qualsiasi) punti P/, P” € ~4
mediante la

PR o g |
t t-i-/x, \/m
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Si ottiene cosi in particolare il valore del periodo del moto:

= " dg .
! 2/961 \ (€0 = V(6))

Esso risulta finito se 'integrale ¢ convergente, e cioe se 12 # 00 e se tali
punti non sono equilibri, [in tal caso, infatti, il denominatore si annulla solo

in 71 o, e siccome V'(Z12) # 0,1 poli 71 e T3 sono solo dell’ordine di £~(1/2) e
I'integrale (improprio) Converge.] In tali ipotesi, e siccome 'area racchiusa
dalla curva di fase {z(t), &(t) }1er €

do

To 2 ]
0—2/361 \/E(EO—V(f))df , si calcola T=m e

Se, invece, una o entrambe le due intersezioni Z1 2 sono di equilibrio, o so-

no all’infinito, allora o I'integrale f;f d¢ / \/ Z(E —V(€), ola traiettoria

stessa, sono necessariamente divergenti.

In particolare, se la traiettoria nel piano 7 ¢ chiusa e racchiude I'origine, e

se V ¢ una funzione pari, allora: T' = 4 foi d¢ /\ [2(E —V(€)).
z

Nell’esempio attuale si ha V(z) = $k2?, e quindi & = 1kz?, o anche z =

\/2&y/k. Tale integrale fornisce allora:

T m/j dg B m/1 dn m/”/gde_w m
4_ k 0 ,/i’2—€2_ k 0 w/]_—/)’lz_ k 0 _2 k’
come si trova anche derivando rispetto alla &y ’area dell’ellisse di semiassi T

e Tmax = \/2E/m.

—
Nel caso generale, quando OP e ¥y non sono paralleli, la discussione qualitativa e
di minor aiuto: il teorema di conservazione dell’energia contiene tutte le variabili

—
relative a OP e ¥, e non e di immediata discussione:

1
T+V:= m(i‘2+y2+22)+§ k(22 +1y2+22) =& .

N | =
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Conviene piuttosto, quando sia possibile, cercare altri eventuali integrali primi.
Stante il fatto che in questo esempio la forza e centrale di centro O, sussiste
senz’altro quello relativo al momento della quantita di moto rispetto a O :

— — - 1 —
OPX’U:OPOXUO:—k'o(to).
m

Scelto allora €5 := vers EO, non nullo per ipotesi, si ottiene un primo risultato
positivo: il problema si riduce di una variabile:
(26) r=——", Yy=——"y,

m m

in quanto la funzione z(¢) = 0 verifica I’equazione del moto e le condizioni iniziali.
Grazie alla sua estrema semplicita il sistema (2.6), come d’altra parte il sistema
dato, e risolubile esplicitamente e fornisce, con tp:=0 e k:= \/k/m,

To
z(t) = xo coskt+ — senkt
(2.7) ”

y(t) =yo coskt+ N senwt
K

dalle quali ovviamente si riconosce nuovamente la costanza sia della velocita areo-
lare sia dell’energia

) 1 - .
p’0 = xy—yi = cost = —ko(ty) 63 = p(2)¢90
m
T+V=2 @+ +5 @ +y") =5 (@ +)+5 @ +10) =&

Supponendo che la costante delle aree p%éo = xoYo — YoxLo sia non nulla, e cioe
che il moto non sia rettilineo, dalla (2.7) si ricavano

K
coskt = —— (@yo — ydo) , senkt = ——— (yzo — xYo)
rbo pobo
e queste permettono di mostrare che la traiettoria nello spazio fisico € una curva
(contenuta nel piano z = 0 e) di equazione

g 5 \2 20 \2
zYo — Yo oo
SEY P Lt L)y R CR L )
I K
-2 x-2 :1-7 .
=’ (y(z) + %) +y° (33(2) + H—g) — 2wy <$0y0 + Z:ng) :

La curva & una conica, e siccome (2oyo + &o%o/k%)? < (y3 + v /k?) (23 + 3 /K?)
giacché 2zoyodoto < yiid + 392, essa & un’ellisse, con semiassi inclinati rispetto
agli assi coordinati di un angolo #* che ¢ agevole determinare servendosi della

proprieta degli assi principali: il parallelismo fra V~y(OP*) e OP* :

2

.2 . . .
* ok Y T * * ZolYo
:Uy((yg-l-ﬁ—g)—(xg-l-ﬁ—g))-l-(a:2—y2)<x0y0—|— /{2>:0
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da cui segue

20 — 2TV 2 (xoyo + oyo/K?)
v =y (g +ga/R?) — (a5 + dg/R%)

In questo esempio, come si ¢ visto, 'origine ¢ (I'unico) punto critico P, della fun-
zione V, e come tale e posizione di equilibrio P, per I’elemento. In particolare, tale
P. & punto di minimo relativo della funzione V), e quindi esiste un suo conveniente
intorno N (P.) nel quale esso & anche I'unico punto di minimo per V. Inoltre, I’ar-
bitrarieta della costante additiva che descrive la famiglia di funzioni V permette
di assumere V(F,.) = 0.

Siano dati comunque €, > 0 ed €, > 0, quest’ultimo tale che I'insieme B, (F.)
definito dalla B, (F.) := {P ‘ |ﬁ7| < ep} sia in N (P,). Esistono, entrambi stret-

tamente positivi, i valori
. —_) .
my = min {V ‘ |P.P| = ep} ed mr = mm{T ’ v = ev} ,

esia & :=inf{ mgr , my }. Ancoraper la proprieta di minimo e la continuita
della &  esistono 0, e 0, tali che

—_—
0 < |P.P| < dp e 0<wv<d, implicano 0<€&E<é&n,

ed anzi risultano d, <€, e 6, <€, perché altrimenti in Bs(F.,0) := Bs, (P.) x
Bs, (0) vi sarebbero punti con £ = &,,.

Si consideri un qualsiasi moto con condizioni iniziali (Py,vy) € Bs(P.,0), e
quindi tali che & < &,,. In ciascun istante durante tale moto rimane E(t) < &,
e cio implica che ciascuno stato cinetico (P, V) di tale moto (che esiste per ogni
t > to) e in Be(Pe,0) := Be,(P.) x Be,(0), giacché altrimenti la £ assumerebbe
valori maggiori di &,,.

In altre parole e stato possibile, scelti (e,,€,) determinare (9,,d,) tali che
(Po,vp) € Bs(P.,0) implica (P,vV) € Be(P.,0), e cido non solo per tempi limita-
ti. Le condizioni iniziali (P, Up), variate “per meno di §” delle (P, 0), assicurano
che il moto da esse determinato risulti variato “per meno di €’ della quiete in P,
che ¢ il moto determinato dalle (P, 0).

Tutto cio viene ricordato, come si discutera nuovamente nel § VI.5, dicendo
che il punto P. e di equilibrio stabile. O

Esercizio 2.4 Si discutano i moti del pianeta:

. k .
mO—]>D = — Zm versO—fD

(2.8) |OP?

—

OP(t) = 0Py,  ODP(to) =7 .
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Solo per curiosita si ricordino i seguenti dati

([ as~kms/prg =5973-10 *ms 2

(vr) = asprs = 2.983 - 10*ms ™!
=107.39-10°Km h~!
Ry =6.371-10%m

ar ~ ka/R% = 9.811ms 2

k=6.664-10" " Kg tm3s?
mg = 1.99-103°Kg¢
mr = 5.976 - 102 K¢
prs i = 1.49-10m

\

—
La forza e centrale di centro O quindi, come si & gia osservato, OP x v = cost. Cio
implica che il moto € necessariamente piano, ovviamente sul piano che contenendo

—
la posizione iniziale P, e ortogonale al prodotto vettoriale OPy x . Servendosi
—

di coordinate polari su tale piano, con O come centro e per esempio OPy come
raggio polare, e senza esplicitamente esprimere la loro dipendenza da ¢, si hanno le

—
OPZPU ()—P>~Eo:0
OP =jpii+pb 7 i=07

57 Sy

P=(p—pb?) @+ (pf +2p0) 7 .

vt
La stessa condizione di forza centrale implica poi direttamente che @ -7 = 0 da
cui segue subito p?f = cost =:c.
—
La proiezione della (2.8) lungo il versore di OP fornisce allora ’equazione

km. . km, c?
p? p? PP
che ammette il seguente teorema di conservazione:
1 ., kme c%/2 1 ., km, c*/2
2 p p? 270 py " pd

Quest’ultimo ¢, d’altra parte, un’immediata conseguenza (della 0 = c/p* e) del
teorema di conservazione dell’energia:

m <f>2 +p292> - kn;m* =&,

N | =

1
T+V = §mv2+V(p) =

il quale sussiste giacché, come si e gia visto, la forza Newtoniana, centrale posizio-
nale, & conservativa con energia potenziale (scegliendo V(o0) = 0)

dr kmm.

p p
(p) / p(r)dr mm / > p
Si introduca la  energia potenziale “efficace”:

m p? p p?

b

2/2 ” 2/2
verf(p) = M_i_i _ _km +C/ :
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I’equazione da discutere € la

&
(2.10) P2 = 2(Ro— VI (p)) , con  Rg= EO .
d k‘ . 2 2
Dal fatto che — V7 (p) = T C 4 annullain p— = c—, e dal fatto
dp p? PP km.
che d? 3¢ 2k (3k 2kmy)
c My My — 2k my
— V) = 4 ———5— = > 0,
dp? (r-) pt P2 P2

si pud riconoscere che p_ & punto di minimo per la V¢//. Si noti che cid non
sarebbe vero qualora la ¢ fosse del tipo ¢(p) = kp” con v > 3. Ne segue che la
“quiete” p(t) = p_ e soluzione statica (stabile) della (2.9). Si badi bene, tuttavia,
al fatto che una tale “quiete” mon individua posizioni di equilibrio!

N.B. 2.5 Sia p = p(t) funzione a valori reali, T-periodica mai nulla. Risulta T-periodica e mai
nulla anche la funzione 6(t) = c¢/p?(t) =: A(t); entrambe definite per ogni ¢t € R. Pertanto, la
funzione 6(t) — 6y = | tto A(T) dr & funzione monotona crescente, invertibile, e tale che

o(t) — /t (1) dr = 6(to) — /to A(T) dr per ogni tg € R .

Da questa si ricava, scegliendo in particolare to =t + T, la

t+T
(2.11) Ot +T) = 0(t)+/ A7) dr .

/tHT () dT:/tOA(T) dT+/OT A(r) dT+/t+T () dr,

T

Ma e

e la periodicita di A impone che sia jth A(T) dr = fg A(T) dr. Pertanto si ha

/:JFT A7) dr = /OT A7) dr=:0© .

Dalle (2.11) segue allora  0(t+T) = 0(t)+©, e da questa, con £ € Z, la 0(t+£T) = 0(t) +£O
da cui

T
(2.12) H0)+ LT = t(0+8)  con é;:/ A(r) dr |
0

A priori, la grandezza o potrebbe non essere commensurabile con 7. In tal caso il sapere che p e
una funzione T-periodica, e che sussiste la legge delle aree, non basta ad assicurare la periodicita
del moto (fisico). Infatti, dalla 2m-periodicita del versore i segue che se ©/27 non & razionale
non pud esistere alcun tempo finito dopo il quale la traiettoria (nello spazio fisico) si chiude.

Se, invece, esistono n,f € N tali che © = fOT A1) dr = 2w n/¢ allora le due condizioni
precedenti implicano il chiudersi della traiettoria dopo al piu £ periodi e la periodicita del moto.
Questo ¢ cid che accade ai moti di un corpo soggetto a una forza di tipo gravitazionale (come
verra mostrato nel successivo N.B.) per il quale la p e la T sono tali da rendere O = 2r. O

In definitiva, al crescere dell’energia iniziale e quindi della costante R si ricono-
scono

(1) una traiettoria stazionaria circolare di raggio p_ stabile ma non attrattiva;

(2) traiettorie comprese fra un afelio pmax =

02
P2
apsidi, con p(t) periodica di periodo T' = 2/ dg /\/Z(RO — Velf(€)).
5

e un perielio ppin = p1 detti
1
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(3) traiettorie che provenienti dallo spazio vi tornano dopo essere passate all’in-
terno delle possibili orbite stazionarie.

tp
1 0.5
0.5 o
1 0 N B
: 2 [
05 ! .
’ E//k_?—_m N |
: . ///’J‘I
p- ! e 7 §
p-
Se, a causa di eventuali altri effetti, questo schema si modifica per I'aggiunta di un
. . e?p . o
termine del tipo Ve(p) = 5 , Con € piccolo e py > p_, si ottiene una
e+ (p—p+)

situazione nella quale si riconoscono traiettorie come quelle nei punti (1), (2),
(3), e in pil:

(4) traiettorie che tornano allo spazio dopo essere passate all’esterno delle pos-
sibili orbite stazionarie;

(5) un’orbita stazionaria circolare di raggio p, instabile e tre (aperte) che vi si
avvicinano in modo asintotico. E chiaro tuttavia che data la loro instabilita
nessuna di queste ultime € visibile nella figura qui sotto, che e stata tracciata
numericamente e che quindi e insensibile agli “eventi rari”.

Veff 1

[}

66— 8 10

)
RS S N

P
>
R

Nella seguente figura sono state tracciate, non numericamente, anche le separatrici.

V(p)

p- Py p- Py
[l

N.B. 2.6 Per dimostrare che il moto fisico dei pianeti & non solo t-periodico ma anche 6-
periodico di periodo 27, e quindi che le traiettorie del satellite nello spazio fisico sono (sotto le
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ipotesi della (2.8) e nelle dette approssimazioni) curve chiuse, invece che valutare ’integrale o=
fOT ¢ /p?(7) dr & preferibile ricorrere al seguente procedimento che, infine, mostrera addirittura
la nota Prima legge di Keplero: Le traiettorie dei pianeti sono ellissi delle quali il sole occupa
uno dei fuochi.

Si consideri la funzione composta p(t) =: p(0(t)), si veda il N.B. 5.4. Risulta (con ’ per
la d/d)

. c d 1
2.13 ) — o= S o = e L (2
(2.13) p =0 2 2 cdg(g)

Posto allora u:=1/p, dalla (2.10) si ricava la p? = c?u’? = 2(Ro — V¢ff) da cui

2
(2.14) u'? = 5 (Rg —veff(1/u) ) - (50 —V(1/u) ) u? = T(u) .
c mc
Alternativamente, dalla (2.13) e dalla (2.9) segue
1 1
(2.15) u = Lé“) ,
mc U

si veda anche la formula del Binet (5.11) nel Cap.I.

Dalle prime di queste relazioni, e con una discussione analoga a quella fatta nell’Esercizio 2.1,
si riconosce che in un intorno dei punti di minimo wu. della funzione V(u)/c? := Ve/f(1/u) la
funzione u(0) & periodica di periodo 20, ove © & l’angolo apsidale © := }le du/ \/T (u)
racchiuso fra due successivi apsidi (il perielio 1/u1 e 'afelio 1/u2), valori tali che Y(a1,2) =0
e quindi p = 0. A priori, e cioe per un qualsiasi V, I'angolo © potrebbe non essere multiplo

razionale di 7. Tuttavia nel caso della gravitazione si ricava facilmente che il secondo membro
della (2.15) ha valore costante: km./c? e cid implica

P _ km

1 ~ 1
(2.16) wu(f) = — 4+ q cos(f —0) ovvero p(f)= —, con — :=
p 14 pgcos(6 — 6) D c

5 =i U

in questa, 6 & anomalia per la quale la p si annulla. Si assumera 6=0e p1 = 0(0) < o(m) = p2 .

Come ¢ noto, la (2.16) & ’equazione di una conica, e in particolare di un’ellisse se i dati sono
opportuni (si veda oltre). Cid implica che p(0) & funzione 27-periodica e che © = 7, come si pud
confermare osservando che Y (u) = [(uop — u—)? — (u — u_)?]. In particolare, e ragionando come
nel N.B. 2.5, a partire dalla #'(8) = 0?(#)/c si ricava che t(f) & anch’essa funzione monotona
crescente e tale che, per ogni 0 si ha

27
HO+27) = HO)+T con T = / P2(8))c de .
0
Tale valore individua il periodo temporale del moto. O

N.B. 2.7 Innanzi tutto si riconosca nella (2.16) l’equazione di una conica. Si inizi con la
definizione canonica di ellisse:

(2.17) Vet +y?2 /-2 +y? = d = [01P|+[02P]
quadrando si ottiene d?(xz? + y? + f2) — 4222 =d*/4 da cui

2 2
d
x——l—z—Qzl, con a= — = OA, b=+a2—f2=0B
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Mediante il teorema di Carnot sul triangolo O1O2P si ricava (con g := |O2P)|)
—_—
4f% + 0® +4focos O = |01 P|?
che posto nella (2.17) fornisce  4f2 + 0% +4fo cos§ = (d — 0)? e questa implica

a? — f? p

2.18 = 0(0) = =
( ) ¢ o(f) a4+ fcosf 1+e cosb
ove si sono definiti ) 5 )
b a* — f f —
= —— 5 = - = ]_ —b2 2
b a a ¢ a \/ /a
e quindi
a__p» _, fo_pe s P
2 1—¢2 ’ 1—e2’ Vi—e?

Analoghi ragionamenti portano a riconoscere che ’equazione (2.18) & quella di una conica gene-
rale, nella quale si distingono i tre casi: ellisse, parabola, iperbole a seconda dei valori dell’eccen-

tricita, rispettivamente: 0 < e < 1, oppure e =1, oppure e > 1. O
Nel caso della gravitazione, e chiamato Og il centro della forza di attrazione: — p(p)u :=
e
—kmm«O2P/|O2P|, nella (2.16) si & visto che
P 1 1
o(0) = , o anche qcos(f —0g)=———,

(©) 1 4 pq cos(6 — 6o) ( ) o p

e dipendono dai dati iniziali i parametri p = c?/km.« =p_, ¢q, 0o, e l’eccentricita e = pq.

In particolare, scegliendo 'origine dell’ascissa temporale in modo tale che sia pg = p1, quando
t=0,equindifp =0 e p=0, siha

2k 2& 1 2
Sozm—é—ﬂ, ovvero 0 02:———30.
2pg PO me po  p—
) 1 1 C
Da questa, e mediante la ¢= — — —, si ottiene
po P
1 _ 2&o _ 2&0 P
¢ p mc2 o= e 1 + pq
ovvero .
2&0 2&c
2 2 2 2 2
—1= o anche =14+ ——.
P me2 P P mc2k2m?2

Questa fornisce D'eccentricita delle traiettorie dei pianeti, che risultano delle ellissi in quanto
hanno & < 0 e ¢ # 0 (le comete hanno & > 0)

28y c2
e = pg = \/1+0

mk2m2

Nel caso ellittico, e definendo con T il tempo totale di rivoluzione lungo l’'orbita, si ha & =
¢/2 = mab/T. Ma si & anche visto che & p = c2/(km«) = b?/a. Se ne ricava la terza legge di
Keplero:
72 _ 4m2a?b? _ 4m2a3
= . =

km*

Esercizio 2.8 Il pendolo semplice.

Nello spazio di riferimento terrestre sia data una terna di assi con I’asse delle
z verticale diretto verso ’alto. Un elemento pesante di massa m e vincolato alla
linea la cui rappresentazione cartesiana e

r =0,
y2+22:R2.
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Se ne discutano i possibili moti, assumendo il vincolo liscio.
A 2

Definita 'anomalia 8 € R come in figura, ¢ facile ricavare le seguenti relazioni

0
=R | senf |; (f(@)) = | cosf | ; (]\7(9)> = | —senf
e e
—cosf sen 6 +cos 6

(o710

e

mediante le quali si puo calcolare la s = foe (RVsen?6 + cos?0) df = R§ . Con-

siderato poi che I'ipotesi di linea liscia fornisce sull’incognita reazione f“ la carat-
teristica f” = 0, proiettando '’equazione della dinamica ma = mg + f” sugli
assi della terna intrinseca si ottiene il sistema

6 = —% sen 6

(2.19) RO* = —gcosh + E Iy
m

0=ry .

La terza di queste relazioni fornisce una condizione necessaria sulla reazione espli-
cata dal vincolo durante un qualsiasi moto compatibile.

La seconda condizione e atta al calcolo esplicito dell’unica componente ancora
incognita della reazione esplicata dal vincolo durante un particolare moto, una vol-
ta che certe assegnate condizioni iniziali e la prima delle (2.19) ne permetteranno
la determinazione.

La prima ¢ una relazione scalare “pura” in quanto non contiene incognite con-
cernenti la reazione vincolare. Inoltre, essendo un’equazione differenziale, del se-
condo ordine, risolta in forma normale, nell'unica incognita: ’anomalia 6 = 0(t),
se unita a opportune condizioni iniziali (compatibili) fornisce la soluzione di tutto
il problema. Essa ammette un integrale primo:

1 S
E(s,8) = 5 ms> —/ fr(o)do o anche
: 1 . RO 1 :
£(0,0) = 3 mR?*0* + mgsenf d(RO) = 3 mR?0* — mgR cos#,
e quindi il teorema di conservazione (con £(0,7/2) = 0):

: 1 . 1 .
(2.20) £(0,6) = 3 mR*0* — mgRcosf = 3 mR*02 —mgRcosy =: & .
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Si noti che la funzione £(0, 9) € proprio cio che si ottiene calcolando ’energia totale:
1
T (v) + V(ﬁ) = 577%(1'32 + 9% + 22) 4+ mgz + cost

durante un moto compatibile. Con y(@) = Rsenf, z(d) = —Rcosf, ¢(0) = ROcosb,
2(0) = ROsen 6, e con la scelta V(0) = V(O—.)P(T('/Q)) =0, si ha infatti

T(@(0,0)) = %va(G,é) _ %mR292
—
V(OP(0)) = mgz(0) = —mgRcos0 .

Si noti anche che la (2.20), scritta nella forma 7 —7g = Vp—V fornisce una relazione il cui secondo
membro ha differenziale (totale) pari al lavoro elementare della forza: —dV = dL = —mgR sen 0df

lungo la linea vincolare.

Per discutere convenientemente la (2.20) ¢ opportuno riscriverla in forma adi-
mensionale:

% = ng+0050 = (

R
29

9(2) — cos 00) +cosf =: go + cos b,

e si vede che i valori della costante &, e quindi delle condizioni iniziali, possono
essere raggruppati in quattro distinti insiemi:

AV(6)

_ R .
(1) Non esistono dati iniziali per i quali & := oy 02 — cosfy < —1, ovvero per
g

iquali & < —mgR.

(2) Se (0o, 60) © tale che & = —1, non pud che essere (Ag, ) =: (0, 0) =
(0,0) e la soluzione & la quiete in (6y,6p). Inoltre, 6, & punto di minimo
per I'energia potenziale V(O—P> (#)) quindi, come nella discussione fatta negli
esempi precedenti, (90,90) e un punto circondato da curve chiuse (e non
valicabili per il teorema di unicita) come tale, esso risulta di equilibrio stabile.

(3) Se (6,060) & tale che & € (—1,+1), Pequazione
Eo—V(0) =& +mgRcosl =0, e cioe I'equazione Eo = —cosf

ammette due soluzioni: —0; = 0, = arccos go, distinte, simmetriche rispetto
all’origine, appartenenti all’intervallo aperto (—m,+), e tanto piu lontane

da essa quanto minore ¢ il valore cosf; = —&j. Dato il fatto §; # 0,4,
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nessuna delle due & un punto di equilibrio. La soluzione (6(t),0(t)), attra-
versando 1’asse delle 6, lo fa nei punti 6; e #s che non sono di equilibrio,
quindi essa prosegue nel semipiano in cui 6 ha il segno opposto. La coordi-
nata @ rimane limitata fra i due valori 8; e 6, e, data la simmetria sul piano

delle fasi (6, 0) dei due archi

—

(2.21)  6(0) = i\/ 2 (& —V(OP(0))) = i\/%q (cosf — cosf) ,

mR2

la linea {0(t),0(t)}ser & chiusa.

(4) Se 62 & cosi grande che & > +1 allora si ha che || ¢ sempre strettamente
positivo, e il moto non ha mai istanti di arresto: le linee {0(t), 0(t)}1cr non
attraversano mai ’asse delle 6 e la “striscia” corrispondente a queste condi-
zioni iniziali e tutto il piano. In particolare:

La coordinata 6 € R cresce non limitata e tale che 6(t +T) = 0(t) + 27 per

ciascun t € R e per T := fozﬂ do/6(0).

Infatti: 6(0) & 27-periodica, mai nulla. Quindi, la () — t(6p) = fgeo do/6(o) & funzione
monotona e invertibile. Analogamente a quanto fatto per la (2.11) si trova la

O0+2m d 27 d
t(9+27r)—t(9):/ .—”:/ B
0 0(o) o 06(o)
la cui inversa da 6(t+71") = 0(t)+2m, corrispondente alla (2.12). Resta invece T-periodica

la coordinata 6 definita sul toro St.

(5) Se (8o, 6p) © tale che & = +1, e ciot se le condizioni iniziali sono tali che

2—08 —cosfy = — cos B, essendo 6. un punto critico ma non di minimo per
g

la funzione V(O—P>(9)) (in questo caso ¢ 6, = +m), allora possono darsi i
due sotto-casi:

(5.1) (8o, 60) = (—,0) oppure (Ao, ) = (+,0), solo fisicamente coinciden-
ti. Il moto & la quiete nel punto iniziale (6.,0) che, per la discussione
appena fatta, € un punto di equilibrio instabile.

(5.2) (0o, 60) & {(—m,0), (+m,0)}, e allora il moto si svolge lungo un arco di
separatrice, luogo dei punti di R? tali che £(0,60) = £(.,0) con . un

ﬁ .
punto critico non di minimo per la V(OP(0)).  Le linee {0(t), 0(t) }+cr,
R .
qui definite da %a 02—cosf = +1, connettono i due punti di equilibrio
g
—m, 7 senza raggiungerli in tempi finiti. Sul toro S' il punto di equilibrio
instabile e unico, e tali sue caratteristiche non mutano sia che ci si avvii
ad esso da destra che da sinistra.

Nel caso (3), e ciod se —1 < & /mgR =: & = —cosf < 1, mediante la (2.21) si
determina il periodo esatto del pendolo fisico; esso e dato dalla

g
(2.22) T = 4/
0

v

do 0 do
—4 _
m%%Q (&o — V(O_P>(9))) /0 \/%Q(COSQ — cos )
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Tuttavia, per l'esplicito calcolo della (2.22) ¢ piu opportuno usare le seguenti
posizioni

7 d 0 0 1 ¢
— — 27 2 Y v_. 1 b _
(cosf —cosb) =2 (sen 5 ~sen 2) ; sen 5 = sen g = sent ,
e quindi
5 2ay/1 — sen?
2(cos § — cosf) = 40°(1 — sen® ), g0 = 2@ sen2 ¢ b

1 — a?sen?y

mediante le quali la (2.22) si trasforma nella

(223) T = 4\/7/ V2 0059—0089) - 4\[/ W

Si supponga, ora, che i dati iniziali siano tali da individuare un valore conve-
nientemente piccolo (appena superiore al suo minimo valore: —1) per la costante
Eo/mgR, e che quindi il parametro (positivo) o = sen(0/2) = /(1 + & /mgR)/2
risulti molto minore dell’unita. In tal caso, il calcolo finora esatto del periodo del
pendolo, e che ha dato luogo alla (2.23), puo proseguire in forma approssimata
facendo ricorso a uno sviluppo di Taylor, mediante il quale si ricava la relazione
tanto piu vera quanto piu € e vicino allo zero:

(2.24) L e (_%(1 _ 6)—:%/2(_1))

1—c¢

€
=14 - .
e=0 2

Dalla (2.23) e mediante le seguenti relazioni, delle quali la seconda ¢ tanto piu
vera quanto piu € e vicino allo zero,

w/2
(2.25) (/‘ senep dyp = —
; 1
2 3
(2.26) sene:0+e—%o+%.

si trova cosl la stima:

ozsen21/1 R a? R 62
B[ (1 Y gy o [ (14 ) 2 2 (14 )

che evidentemente dipende dall’ampiezza iniziale.

Diverso ¢ il caso “linearizzato”: § = —}% 0 che ha V;,(0) = Y7 J_p2 + cost e quindi
S @)=L o= L @)
mRR? 2 2R 2R

In esso, il calcolo del periodo da un risultato strutturalmente diverso da quello non
lineare, e ad esso vicino solo in prima approssimazione, cosi come Vy;, + cost e
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il troncamento al terz’ordine dello sviluppo di Taylor della funzione V(O_P>(9)) =

g g 0> 6 : : e .
_E cosf ~ & 1——+ — —... ). Peril caso lineare infatti, e per qualsiasi

0, anche grande, risulta

R R R

del tutto indipendente dal valore iniziale &.

o | 0

2N =N R
M -

pendolo fisico oscillatore armonico

In ogni caso, fissato comunque il punto (6, 6p), la seconda delle (2.19) insieme con
il teorema di conservazione (2.20), fornisce se non proprio il valore in funzione
del tempo della reazione esplicata dal vincolo durante il moto effettivo uscente da
(00,90), almeno il valore di tale reazione in corrispondenza alla posizione indivi-
duata dall’anomalia 6, e prescinde quindi dall’istante nel quale tale posizione viene
assunta. Essa e

7o) = [mRéQ(a) + mg cos e] N(8)
(2.27) N B
=mg [2 (50 + cos 0) + cos 9] N() ,

e ovviamente essa ¢ comunque subordinata alla condizione di realta dei valori della
funzione 6(0), come si vede subito dalla (2.20):
R
29 mg

= éN’o +cosf >0 che implica 50 >—1. O

Esercizio 2.9 Si esamini il caso unilaterale, di un elemento appoggiato all’interno
di un cilindro circolare retto a generatrici orizzontali, cavo, liscio, fisso nello spazio
terrestre. Si supponga che I’elemento abbia, in un certo istante ty, posizione di
confine e velocita tangente al vincolo ed ortogonale alle generatrici.

Q)
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Benché analiticamente simile al precedente esempio, il caso in esame € mecca-
nicamente assai diverso. Infatti, fintanto che il moto e di confine, esso avviene
lungo la circonferenza intersezione del cilindro con il piano ortogonale alle gene-
ratrici e contenente posizione e velocita iniziali. Questo caso pertanto e identico
al precedente salvo che per quanto concerne la relazione caratteristica del vincolo.
Diversamente da quello bilaterale, questo contiene solo reazioni che, normali alla
superficie, hanno versi diretti nel semispazio permesso; e cioe, detta 77 la normale
alla superficie orientata verso il semispazio permesso (quello contenente ’asse del
cilindro), reazioni tali che f” = fyn, con f*>0.

Ma il piano contenente l'indicata circonferenza (& osculatore per essa ed) e
ortogonale alla superficie del cilindro in ciascuno dei punti intersezione. Quindi ¢
due vettori N(O—f>’) ed ﬁ(O?’) coincidono per ogni punto P € {x = 0} N {y? +
22 = R?}, ove si & chiamato x 1’asse parallelo alle generatrici.  Si ricava cosi che
N =Tp.

La (2.27) va allora unita alla condizione: ry > 0 e, naturalmente, a quella
circa la realta dei valori di 6. Ne segue che affinché il moto sia di confine occorre
che sussistano le due seguenti condizioni, delle quali la prima ¢ necessaria per la
realta di 9, e la seconda, in base alla unicita del moto, perché esso sia di confine

&o
- >
m R+COS€ 0

Eo + cosh > 0 ) )
(2.28) - equivalenti a 9e
2E) +3cosf >0, 0 +3c0s0>0 .
mgR
~ 50 R o .
Infine, va tenuto presente che la costante & := = —0; — costy puo
mgR 2g

assumere valori solo nella semiretta [—1, +00), e quindi non puo che essere & > —1.
Dalla discussione delle condizioni

§0+cos920, cosHZ—go,
(2.29) ~ 3 ovvero 2 -
504—5 cosf >0, COS@Z—§ &o,

si deducono i seguenti casi, in entrambi i quali € comunque & > —1:

(1) Se & < 0 & anche —& > —(2/3) go, e la prima delle (2.29) implica la
seconda. Inoltre, detto @ tale che —&y = cos 6, risulta |0 < 7/2.

In tal caso, se un moto e compatibile con il vincolo bilaterale certo la prima
e verificata e allora tale moto e anche compatibile con quello unilaterale e
non c’e distacco.

(2) Se & > 43/2 la seconda delle (2.29) & comunque verificata ed implica la
prima; anche in questo caso non c’e distacco.

(3) Se 0 < & < 3/2 lequazione cosf* = —&y/3 ammette soluzione, e indivi-
dua posizioni di confine oltre le quali, se il moto fosse di confine, il vincolo
dovrebbe agire sull’elemento con una reazione che pur essendo esplicabile
dal vincolo bilaterale non lo € da quello unilaterale: I'ipotesi che il moto sia

di confine non e pertanto compatibile e in 6* si ha il distacco.
O
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Non nuoce ripetere qui le due osservazioni fatte alla fine del precedente paragrafo:

N.B. 2.10 Sia ¢(z,y, z) > 0 I’equazione del vincolo unilaterale; se il moto OP —

— — — —

OP(t) ¢ tale che p(OP(ty)) = p(OPgy) = 0 e che p(OP(t)) ¢ derivabile in ¢y allora

anche la O—Z>3(t0) ¢ necessariamente compatibile con il vincolo “bilaterale” e non
—

unilaterale. Infatti la ¢(OP(t)) ammette in ¢y valore minimo. O

N.B. 2.11 Data una specifica forza attiva, la reazione f” che il vincolo esplica
(durante un certo moto) in (O_])D, U,t) & 'unica che riporta il vettore %(fatt +/7)
fra le accelerazioni compatibili con i moti di confine (e non ordinari) perché in
caso contrario la f Y si dovrebbe annullare in modo discontinuo. O

Esercizio 2.12 La parabola di sicurezza.
Il problema del moto:

—
OP = g, to=0,
P()EO, yOZO

Si osservi che e sempre possibile scegliere il riferimento in tal modo. Sia poi anche
€3 = ¢, e si chiami ¢ 'anomalia che 7y forma rispetto a €} positiva nel verso
antiorario rispetto a €.

(%)

\\:‘ b e

€
La funzione y(t) = 0 verifica il problema. D’altra parte il fatto che il moto sia

piano ¢ diretta conseguenza del carattere centrale della forza. La soluzione ¢ data
da

x(t)= gt = wvot cos¢
(2.30)

1 1
z(t) = ,é’ot—l—ith = —wpt sen¢g + ith

e la traiettoria quindi, nell’ipotesi che sia 2y # 0, €

g 2 % g 2
2.31 2= 52— —T = —5——5— 2 —x tano ;
(2:31) 242 To 202 cos? ¢ ¢
qualora invece la & fosse nulla la traiettoria si riduce alla retta verticale che passa
per 'origine.
Si supponga Zp < 0, e quindi 0 < ¢ < w/2. Risulta positiva la gittata:
2201 v2
L= 220 = 20 g 20 ,
g g
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che & massima per ¢ = /4.

Domanda:

Date le coordinate (zp5, zp) di un bersaglio B, quale 7 & necessaria per colpirlo?
Risposta:

Se zp = 0 occorre ¢ = £7/2 (0 vg = 0). Inoltre la (2.30) fornisce zp =
20 t+gt?/2, che ammette valori reali per la ¢ solo se il discriminante risulta positivo:
2(2) + 2gzp > 0.

Se zp # 0 siha ¢ # £7/2. Mediante I'identita 1/ cos? ¢ = tan® ¢ + 1 la (2.31)
fornisce

tan? ¢ + 1)z% —tan¢ xp — 25 =0

ovvero

(2.32) grhtan® ¢ — 2virp tané + gay — 20525 =0 .

Questa permette un valore reale per tan ¢ solo se sussiste la condizione necessaria
A = viry — grg(grs — 20izp) > 0

o anche

(2.33) vy + 2gzpvs — grh > 0.

Considerando fissate le coordinate del bersaglio, la (2.33) mostra che il minimo
valore per la vg necessaria a colpire il bersaglio & (V3)min = —g25+1/9%2% + g20%.

A/-TB2
A

-9Zp

Con questo valore, tan ¢ € unico e vale

2 2
) z Z 1
tan¢:—0:——B—|— —f—l—l =: tanapg +
qgrp B Ty cosap

ove si & chiamato ap := arctan (— zg/zpg).
Ancora con le coordinate zp,zp del bersaglio fissate, la (2.33) mostra che
qualora la v3 sia maggiore della (v3)min si hanno due valori per tan ¢.
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La figura ¢ fatta con ¢/(203) =5-1075[m™1], e con ¢ ~85° e ¢ ~60°; e il
vertice di ciascuna parabola di volo ha coordinate (v3/2g) (sen2¢, sen? ¢).

Quando invece sia fissato il valore della vg, dalla (2.33) si puo ricavare il luogo
dei punti che possono essere colpiti. Essi sono quelli all’interno della parabola,
anch’essa mostrata in figura,

2

p=I a2 0
21;3 2g
I1 suo punto piu alto e piu vicino all’origine (che &, ovviamente, il punto di fuoco
della parabola) risulta avere coordinate xp = 0 e 2z = —v2/2g. 1l suo punto
pilt lontano dal fuoco & quello corrispondente alla gittata massima: zp = v3/g e
si ottiene per ¢ = /2. O

Esercizio 2.13 Dimostrare che se due rette r; ed 9 sono incidenti in un punto
C e se i due momenti assiali k., e k., della quantita di moto di un elemento
sono entrambi costanti, allora e costante il momento polare della quantita di moto
rispetto al punto C.

Dimostrazione Siano ()1 e Q2 due punti delle rette r; ed ro rispettivamente,
e si chiamino u; ed s due versori a esse rispettivamente paralleli. Le due rette
siano cioe individuate: la retta r da (Q1,u1), e la retta ro da (Q2, us2). Si scelga
poi il sistema di riferimento in modo, per esempio, tale che: (Q1,u1) = (O, ¢€1), e
che s L €3, e quindi sia s = cos a€] + sen a€s per un qualche a.

Ricordando la definizione di momento assiale della quantita di moto di un elemento
rispetto a una retta r := (Q, u), con tale notazione si hanno le

kr, = €1-OP xmv = |7 .|,
Yz
cosae sena 0 . v
kr, = tz-OP xmv = T Yy oz :cosay —sen o X
. . . Yz T 2
T y oz
da queste segue che ¢ necessariamente costante anche il termine  k, = P

Ma allora, 'identita

—_— —
OP -OP x v = xky +yky+ 2k, = 0
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implica che e anche nullo il derivato
—_ N . . . .
OP x ko = zky +yky+2k, = zk, = 0

e cio per ogni valore della variabile z.  Ne segue necessariamente k, = cost. [J

Si concludera questo paragrafo con alcuni ulteriori esempi di discussione qua-
litativa.

Esempio 2.14 [’equazione di Duffing con potenziale attrattivo debole:

i =—k*z +ex® con to,xo, o €ER, >0.

Si ha evidentemente V(z) = k222/2 —exz*/4+ V), i cui punti critici sono s := 0
ed ., =y = ++/k?/c. La separatrice ha equazione (posto y := i):

1 k? € k4 =~
2 2 4
—y'+—a"— -2 =&(x4,0) = — con VYV :=0.
Anche in questo caso, come nel pendolo, si osserva la presenza di due traiettorie
congiungenti i punti di equilibrio ma, oltre ad esse e ai due equilibri, in questo
caso vi sono anche quattro traiettorie “aperte” verso infinito.
Le varie evenienze si presentano a seconda dei diversi valori della costante

1 k2 €
£ m 22 2 4
0 =g h Tt

Esse si possono suddividere nei seguenti casi (sempre con V= 0) ed in corrispon-
denza ad altrettanti gruppi di valori iniziali. Si chiamino #; ed Zj la minore
e la maggiore delle soluzioni (se reali) della & — V(z) = 0, ed z < Z, quelle
intermedie (se reali). Si ha:

(1) & € (—00,0). In tal caso, se 9 < Z; (o, rispettivamente x¢ > 73 ) si avra
x(t) <z, (oppure x(t) > T3 ) per ogni t. Si presentano cioe due famiglie di
traiettorie per le quali la x presenta al pitt una inversione di moto.

(2) & = 0. Lo stesso come al punto precedente. In piu, se xg = z. s = 0, si
ha la soluzione z(t) = ¢ s.

3) & un valore nell’intervallo aperto (0, k*/4¢). Lo stesso come (1). In
p
pit1, per condizioni g tali che x¢9 € [z],Z], si hanno moti periodici con

x(t) € [z],75], e quindi per essi infinite inversioni di moto.

(4) & > (k*/4e). Qualunque sia il valore di zo si hanno moti progressivi con
nessuna inversione.

(5) Risultati analoghi all’esempio precedente qualora & = k*/4e.
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Ty

E interessante confrontare Uenergia potenziale di quest’ultima Vii.p(x) = k*z%/2
con lo sviluppo, valido per piccole ampiezze, dell’energia potenziale del pendolo:
Vp(z) = —k?cosz ~ k? (=1 + 2?/2 — 2*/4!), della quale il primo troncamento &:
Viinp = k222 /2, valido in particolare per l'oscillatore lineare dell’Esercizio 2.1

1.5

0.5

-2 2 4 6
-0.5
-1

Tuttavia va detto che la similitudine fra questi sistemi non e sufficiente a provare
che 'uno “approssimi” D’altro. Tale approssimazione infatti va esaminata in mo-
do piu preciso e solo dopo aver dimostrato che anche le corrispondenti ampiezze
massime rimangono piccole. Solo in tal modo, e sempre che ¢ = k2 /3!, si pud so-
stenere che 'equazione di Duffing “prossimi” il pendolo e che lo faccia “meglio”
dell’equazione lineare. Certo occorre, inoltre, che entrambi i valori \/k2/e = /3!
e 7 siano definitivamente lontani dall’insieme dei valori possibili per la z, e cioe
I'insieme |z| <z < 1. O

Esempio 2.15 I’equazione di Duffing con potenziale a due pozzi:

&= +k*z —ex® con to,ro, 29 € R, €>0.

A proposito degli esempi precedenti, e allo scopo di approfondire lo studio del
comportamento dei sistemi conservativi nell’intorno dei loro punti di equilibrio, e
conveniente ora richiamare (vedi: [Arnold 1]) i seguenti risultati.
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Lemma 2.16 [di Hadamard] Sia x:R — R, &€ C"21(N(0)), e x(0) = 0.
Per ciascun x € N(0) si puo porre

T 1
k(z) = / K (£)d¢ = / K/ (tx)dt =: xp(x) con peC"HN(0)) .
0 0
In particolare si ha che  p(0) = £'(0) = fl k' (0)dt. O

SiaV:R — R, V € C"2%(N(0)), e si assuma che essa rappresenti una
funzione energia potenziale V(z) = — [ f(£)d¢ di un sistema: i = f(z). Si
assuma anche che essa abbia un punto di stazionarieta il quale, senza ledere la
generalita, si porra nell’origine; si abbia cioe V(0) = V’(0) = f(0) =0. Si ponga
poi:

1 1
V(z) = / oV (tx)dt | insieme con  V'(tx) = / tzV" (otx)do .
0 0

Per ogni x € N(0) risulta pertanto

1 1
V(z) = 2%p(x) = x2/ t/ V' (otx)do dt ,
o Jo

ede e C"?(N(0)) con

(0) = /Olt </01 V7 (0) da) dt = V" (0) [g]; = V).

Sia V”(0) # 0; in tal caso il punto di equilibrio z. = (0, 0) dell’equazione & = f(z)
si definisce di equilibrio regolare, e la funzione x — f(x) = —V’'(z) risulta (nulla in
zero ed) invertibile in un conveniente intorno A'(0).  Si osservi, a questo riguardo,
che i risultati che seguono sono validi localmente, ma cio solo nella misura in cui e
locale l'invertibilita della f e cio¢ la permanenza del segno della V; I'intorno NV(0)
non e necessariamente “piccolo”, ed i risultati non sono tanto piu veri quanto piu
N(0) & piccolo, come viceversa accade nel caso dei procedimenti di linearizzazione.
Sotto le dette ipotesi, e posto

e B V”(O)
o :=sign ¢(0) = V)]

sl osserva innanzi tutto che la funzione
& x0 E(x) = 20V(z) = 202%p(x)

& continua, nulla in x = 0, e positiva in N'(0)\{0}. In secondo luogo, si riconosce
facilmente che la funzione

E:x— () :=x/200(x) = (sign z)+/20V(x)
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ha lo stesso segno della x ed & derivabile ed invertibile in N'(0). Essa infatti, ed

altrettanto accade alla 0}’ = —o f, ha derivata strettamente positiva:
/ —
(sign z) < 20V (x) = o Vi(z) S— /(@) per x # 0,
ag dx (sign x) ZJV( ) £(x)
de _ /
lin% M m ’ 2(780 = /o V"(0 per x = 0.
xr— X il?*)
Inoltre si ha che (sign x) o V'(z) = |V/(z)|, e quindi:
2 / 11
€ _ [vwr L [ eve) | e
dx 20 [ V(&) dE 0 aV'(z) |,

Pertanto, la trasformazione

P~ N(0,0) - R? data da @) v (5> — (ﬂfx/W)

n Y

rappresenta una trasformazione di coordinate locale di classe C"~2: 1) : N'(0,0) C
R? — N(0,0) € R?.  Infatti ¢! trasforma (0,0) in (0,0), ed ha derivata
non singolare in (0,0), in quanto vale
_ ( aV"(0) 0)
(0,0) 0 1

_ 0:€ 0y¢

op~1(0,0) = (7> Y
v (0,0) (aaﬂ? 8yﬁ)

In piu, ricorrendo al N.B. 1.10, il sistema trasformato e ancora conservativo con

energia potenziale data da

e = V@©) = o

Alternativamente, ci si pud servire dell’espressione 9z& ™1 (x) = per calcolare

(—Uf(%)/ﬁ(a:) (1)>

esplicitamente il campo trasformato v(€) e riconoscere che

(;) = (f(y@) & equivalente a (g) _ (-0177/€> ((©) |

per il quale & facile constatare che

Do (L+05) = (n-o%?) sate)) =

Si osservi che il sistema equivalente, non lineare, ha la stessa equazione associata del sistema
(lineare)

£=+n con  f=—of
e quindi ha localmente le stesse traiettorie di questo. Si osservi anche che la linearizzazione
adopera la coordinata & := x,/]V"(0)].

In definitiva in A/ (0, 0), e cioe localmente vicino ad un punto di equilibrio rego-
lare z. =: (z.,0), le curve di livello della £(z,y) = 2y? + V() sono diffeomorfe a:
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&
(1) Ellissi: ? + E = g() se V//(O) > 0,
e cioe se x. = . s = 0 € un punto di minimo relativo proprio per V(z);
52

2
(ii) Iperboli: % -5 = & se V'(0) <0,

e cioe se T, = T, = 0 ¢ un punto di massimo relativo proprio per V(x).

Nel secondo caso gli asintoti dell'iperbole sono individuati dalla relazione:
1
——— 0
6¢_1 ’ U+ = :l:]‘ e qulndl dalla |V//(O)| :l:l _ Ut .
0 \W4+ 1 0 ) . e

Ne segue che essi hanno equazione

+/V"(0) ur = wq ovvero y =/ |V"(Teu)| (T —xcu) -

N
S TN\

N.B. 2.17 1l risultato (i) conferma il pit generale:
Un sistema conservativo bidimensionale ha periodiche tutte le orbite vicine ad
un punto di equilibrio stabile isolato. Quest’ultimo prende il nome di Centro. ¢

N.B. 2.18 Se V ¢ definita su tutto R ed ¢ inferiormente limitata, non lede la generalita supporla
ovunque positiva o nulla, e quindi ogni valore 7o 4+ Vo = &p risulta positivo o nullo. Si supponga
che la soluzione sia definita per |t —to| < 7 € R.  In virtl della & = +./2(€y — V(z)) si ha allora
che per |t — tg| < 7 risulta anche |&(t)| < /2&y. Pertanto |z(t) — zo| < v/2&0|t — to| < V2E0T.
Il teorema del prolungamento delle soluzioni garantisce allora che la soluzione t — z(¢) & definita
e limitata per ogni t € R. Il risultato sulla limitatezza si puo anche estendere al caso: V definita
ed inferiormente limitata su D C R connesso. O

N.B. 2.19 Ancora nel caso (i), sia z.,s il punto di minimo per V, e si chiami Vs il valore minimo
V(zc,s) > 0. Per & sufficientemente prossimo a Vs area della corrispondente curva di fase,
(Che ¢ diffeomorfa alla circonferenza £2 4+ n? = 250) € prossima a
S(&o) 7(v/2&0)? 2m€o
0) = = ———— |

det(a’l/’bc’s) \/|V//(37C,8)|
Pertanto il periodo delle piccole oscillazioni intorno ad una posizione di equilibrio stabile & dato
da T =2n/\/|V”(2c,s)| . Peril pendolo, V' =k?cosz implica T = 27/k. O




126  Capitolo 2. Dinamica dell’elemento

Si osservi che il caso (ii) € un caso particolare, in quanto il sistema ha dimensione due ed z. :=
(zc,u,0), della pit generale definizione che qui segue e che & valida anche per sistemi di dimensione
n > 2.

Sella standard := un punto di equilibrio z., isolato sulla varieta delle fasi M, che ammette
un intorno N (ze) € M nel quale si possono definire due sottovarieta (non vuote) Wy _, W
con le seguenti caratteristiche (sia G* ’evolutore dei punti di M)

G) we,, wy

o s WL, sono trasversali in e, e lo sono in modo tale che

Wlf)c N Wl’lcjl)c = {me} ) Tmewlfjc @ Tme WI’ICL)C = j—vmelMI )

(ii) W3 . & positivamente invariante, W)? & negativamente invariante, ovvero:

reWg. = G'ze WS, per ogni t >0,
reWp, = Glze Wi, per ogni  t <0,

(iii) W, (rispettivamente W} ) & l'unico sottoinsieme di N (ze) che sia positivamente (risp.
negativamente) invariante, e cioé ogni orbita uscente da punti non appartenenti a We
(rispettivamente W% ) esce prima o poi da N'(x¢), (risp. proviene dal complementare di

N(ze)); in sintesi:
Glx e N(xe), Vt>0 = zeWS,_,
GlzeN(ze), Vt<0 = zeWl.,

(iv) il punto xe & I'insieme W-limite della W? e I'Q-limite della W} ; e cioe

t
T e Wlic = gt]} — Te ,

—+oo

t
x € Wféc = gtx — Te ,

— 00

Pitu in generale, si chiama:

= dim W}

loc

n—k = dim W?

loc

Sella (k) := un punto di equilibrio z. € M per il quale: {

con k >0, e dove n = dim N(ze) > 2 ¢ la dimensione della varieta delle fasi M.

Si noti che le due varieta sono locali; risultano infatti definite (come grafico di funzioni regolari
di punti nei corrispondenti spazi Es := Ty, W3 ed Ey := TZEWIZC) solo su N (ze).

Un campo lineare: A(xz — z.) al quale corrisponde, in coordinate, un’equazione lineare del
tipo @ = A(x — @), ha punto di equilibrio z. che & una sella (k) quando loperatore A ha
autovalori tutti con parti reali non nulle e, di queste, k positive ed n — k negative. In tal caso il
punto si dice iperbolico. I corrispondenti diagrammi di fase sono riassunti, nel caso Dim = 2,
dal seguente grafico riassuntivo, tracciato nel piano (T'raccia, Determinante) dell’operatore A.

In esso i diagrammi indicati sono globali per il sistema lineare; verra poi ricordato che ad
eccezione del caso Re X = 0 essi sono anche “simili”, per ogni t, ma solo localmente intorno al
punto di equilibrio xo a quelli del sistema non lineare £ = v(z) con v(ze) =0, Ozv(ze) = A.
In tale affermazione si devono considerare simili i nodi e le spirali; si tratta cioe di una semplice
similitudine qualitativa.
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N.B. 2.20 Si chiama: persistenza delle selle-k relativamente ad una famiglia F di campi il fatto
che un certo punto x. non solo sia di equilibrio per una qualunque delle equazioni & = f(x), con
f in F, ma in particolare che esso sia una sella-k, e con uno (stesso) k, per ciascuno di essi.
Qui sopra si vede che tale persistenza sussiste relativamente a campi lineari autonomi ed aventi
le e A tutte non nulle e con la stessa segnatura. In tal senso si ha che nodi e fuochi, purché
con le stesse caratteristiche di stabilita, sono “indistinguibili”.

D’altra parte, sussiste il Teorema di persistenza delle selle o della varieta stabile, nel quale
& provato che sono Selle (k) anche i punti di equilibrio di sistemi non lineari autonomi purché
aventi derivata dyv(ze) con le stesse proprietd enunciate per l'operatore A, e cioé autovalori
con feX # 0 (o, se periodica, con esponenti caratteristici: fen # 0), e parte perturbativa
continua, anche non lineare, purché opportunamente piccola.

Per essi si definiscono le corrispondenti varietd globali (non necessariamente sottovarieta
regolari di M) prolungando 'unione delle traiettorie uscenti dai punti di quelle locali, considerati
come punti iniziali:

W (ze) = Urzo G" (Wit (we))

W= (we) = Ur<o G" (Wige(@e)) - ¢

Esempio 2.21 {x - z0,y0 € R.

y =ad—y,

Si ha subito z(t) = zpet e quindi

k 1 1
y(t) =et </ x%e“da—l—yo) = imge& + ( Yo — ng ) e t.
0

Pertanto: W {(z,y) |z =0} e WY

loc

={(z,9) |y = im?’}. Infatti:

0 =0 = z(t) =0, ed Yo = %x% = y(t) = %:c?’(t);
zo A0 = z(t) = o0, ed Yo # %938 = y(t) AN 0;
oo — o0
0 =0 = (332+y2) t_>0’ ed Yo = ix% = ($2+y2) t_>0
o0 — 00

Anzi le due varieta trovate in questo esempio sono globali, in quanto definite ovunque e verificanti
(i)—(iv) anche fuori da N'(0,0). Come si & accennato, la parte lineare del sistema ha anch’essa
due varieta (anzi due spazi) trasversali nel punto di equilibrio: V¢ = {(z,y) ’w =0},eV* =
{(z,y) |y = 0} ; quest’ultimo & tangente, nell’equilibrio, alla W _ del sistema non lineare ed
in questo senso, per ||z| convenientemente piccoli, pud essere considerata come deformata della
Wi . del sistema.

Si pud notare che il sistema & hamiltoniano con 7 = 7 (z,y) := zy — im‘l + ¢ pur non
essendo un sistema meccanico con ’hamiltoniana canonica ¢ =7 + V.

Quelle in figura sono le linee 7 = cost

AN .

Esempio 2.22 ¥ = 24z — 622, to, xo, g € R, ovvero:

& =v"(z,y) =y
y=vY(z,y) = 6x(4—2x).
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Gli equilibri sono (0,0) e (4,0); il potenziale V(z) = —12224223+V, ela
separatrice per (0,0): y?/2 + (—=1222 + 223) = 0.

V() \ y

La separatrice ¢ costituita da quattro orbite, tutte di periodo infinito, delle quali
una: 'omoclina € la traiettoria che parte ed arriva in (0,0). I moti uscenti da
condizioni iniziali all’interno dell’omoclina sono tutti periodici. Le traiettorie vicine
all’omoclina hanno periodi

P /ff da 9 /l’ da .y /ff dax
0 V2E V(@) e V1222 =23 T J 2062

purché siano 77 >~ ¢, Z2 ~ 6 —¢, con 0 < ¢ < 1. Le traiettorie vicine
all’equilibrio: # = 4 hanno invece periodo T' stimato da T =~ 2x/,/|V"(4)| =

27 /\/24. O

T =—4x+y+ z?
y:y/6—6$($—4),
Posto f := 1/6, e chiamato (v®,vY) il campo dell’Esempio 2.22, si nota che
quello del presente esempio equivale a

T = Ux(fl,‘,y) - f Uy(xvy) = Y- f : 6:1,‘(4—113) )

y=v"(z,y) + fv"(2,y) == 62(4—2z)+ fy.

Esempio 2.23 { o, Yo € R .

Si riconosce che il sistema ha campo y/& che & “ruotato” di y = arctan f €
(—m/2,7/2) rispetto a quello definito nel precedente esempio. I cammini chiusi
di quello sono quindi trasversi ai cammini di questo ed individuano regioni positi-
vamente o negativamente invarianti (ovvero contenenti tutto il loro futuro o tutto
il loro passato) a seconda del verso del campo, e cioe a seconda del segno di f.
Nel caso in esame si ha f =1/6 > 0, e quindi
A

N
P/xw/

le traiettorie subiscono una “corrente al traverso” diretta verso quelle traiettorie
dell’Esempio 2.22 che hanno energia maggiore. Viceversa, nella regione in cui le

v
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traiettorie dell’Esempio 2.22 sono tutte cicli non isolati, le traiettorie del presente
esempio contraggono (per tempi negativi) e spiralizzano verso il punto di equilibrio

da esse racchiuso. O
Esempio 2.24

T=1y
(234) y — 8y — 8;1;3 th Z0, Yo S R.

Come si ¢ gia visto questa ¢ una particolare equazione di Duffing, con potenziale
V(z) = —42?+22+V  eseparatrice 2y? —4z?+22* = 0 (vedi: Esempio 2.14).
Essa puo allora servire di “riferimento” per discutere la seguente equazione, con
p € R,

T=y— U (%gf — 42?4 2364) (82 — 8x?)
(2.35) X
y = (8z — 82°) + (§y2 — 4z? + 2x4) Y .

Infatti, stante il fatto che la funzione F = F(z,y) = 1y? — 42% + 22" & integrale
primo del sistema (2.34), e che ¢ ad esso che il sistema (2.35) si riduce quando
il dato (zg,y0) € tale che F(zo,y0) = 0, 'omoclina F(z,y) = 0 & costituita da
traiettorie anche di (2.35); per esse la F & un invariante.  Pertanto, per p > 0,

e rispettivamente p < 0, si hanno i due seguenti casi:
A

in cui appare evidente l’esistenza di insiemi limite che non sono cicli limite.
Un altro esempio dello stesso tipo & & + (22 +@?—1)i +x =0, per il quale si ha

1
E(wy) =50 +97) . Dof(w,i) = —i(2” + 4% —1).

Si hanno orbite (entranti) uscenti dalle circonferenze con centro in (0, 0) solo se si
¢ (all’esterno) all’interno del cerchio unitario. La circonferenza a2 + y? = 1, che ¢
una orbita possibile, risulta cosi un “ciclo limite”. O

In effetti, negli ultimi due esempi si ¢ considerato il campo assegnato come “va-
riato” di un campo conservativo. Si e gia detto che questo metodo e spesso usato
per intuire in primissima approssimazione I'andamento del diagramma di fase, si
vedano i seguenti due esempi.
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Esempio 2.25
JS—I—K(JJ,:E)—g(:L’):O, thxOViOGRa

e si assuma che k non contenga termini additivi dipendenti solo dalla x.
Si ponga, “arbitrariamente”,

S =g~ [ sOde,  y=i.
In generale questa funzione non sara un integrale primo; infatti (si veda il N.B. 1.7)
D€ = y0,E+(—k+9)0,€ = —yr(x,y) # 0. Tuttavia ¢ talvolta possibile stimare
il segno della D,& in particolari regioni dello spazio delle fasi, e da cio risalire,
conoscendo la forma delle equipotenziali £(x,y) = cost, al diagramma di fase del
sistema (non conservativo) assegnato. Dalla definizione di D, si deduce infatti
che nei punti in cui € D& > 0, le linee di flusso del sistema non conservativo
sono trasverse (e quindi attraversano) le linee £ = cost, puntando verso la regione
nella quale le altre equipotenziali corrispondono a valori della costante maggior:
di quello in esame. O

Esempio 2.26

tvaanO eR ’

T =y+efi(z,y)
¥ =g(z) +efa(z,y),

con e<1, fioeC"=(D), gEC1

Si ponga anche in questo caso &(z,y) = y%/2 — f g(&)d¢.  Siricava facilmente:
DyE = e(fay — f1g9), il che mostra, come c’era da aspettarsi, che il divario fra
I’arbitrario sistema “conservativo” e quello assegnato e piccolo quanto piu e piccolo
e e fintanto che la norma |22 + #?| rimane sufficientemente piccola da mantenere

piccole le due f; ed fo. O

I precedenti esempi tuttavia dimostrano palesemente che mnon e detto che due
sistemi con campi “vicini” abbiano anche diagrammsi di fase “simili”. Per con-
vincersene ulteriormente, si considerino ancora i seguenti tre esempi.

Esempio 2.27
j’+ﬂ’.%"|l"+.%‘:0, to,xo,To € R, w>0.

Con &(x,4) = (22 +#?)/2 risulta Dy&E(x,4) = —|#[3u < 0. Si ha allora
che, per quanto piccolo sia il valore di p, le traiettorie sono trasversali e non uscenti
dalle circonferenze con centro l'origine. In effetti sono entranti ovunque ad ec-
cezione dei punti sull’asse delle x, nei quali esse sono tangenti alle circonferenze.
Ma allora, siccome questi non sono equilibri, il teorema di unicita assicura che la
stessa traiettoria prosegue nel semipiano opposto e, per continuita, non puo che
definitivamente entrare nella circonferenza cui era tangente sull’asse. Inoltre la
traiettoria non puo terminare in alcun punto diverso dall’origine, perché e defi-
nita e finita per ogni t. D’altra parte non pud ammettere un ciclo limite, perché
non essendo le circonferenze orbite possibili si avrebbero delle curve chiuse almeno
parzialmente uscenti da qualche circonferenza.
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In definitiva il punto di equilibrio attrae tutte le orbite, cosi come le respingerebbe
se fosse pu < 0, e cio a prescindere dal suo valore assoluto, seppur piccolo.

Il metodo perd non permette di stabilire il numero di giri che la traiettoria
compie intorno al punto fisso, e cioe il numero di inversioni del moto effettivo. [

Esempio 2.28 Il pendolo con attrito.
d:_k2senq_ﬂq‘ (t(),CZO’QO)GRXTXRa /“L>O

Scelte le coordinate in modo tale che (q,q) — (z,y) € R?, e posto

1 -
E(x,y) = 5:1':2 —k*cosz + V),

si ha:
DyE(z,y) = (K*senx)i + &(—k*senx — pi) = pi? <0 .

Questa proprieta e sufficiente anche in questo caso a dimostrare che il diagramma
del pendolo fisico si modifica, e diviene il seguente:

A
Y
W
NN N
/)& NG S\
A ; “
T 0 +
O
Esempio 2.29 L’equazione di Duffing smorzata.
i =k*r—a®— 6%, con 0>0.
A
Y
X
O

E chiaro che, malgrado tali accorgimenti, non sempre la discussione e agevole:

Esempio 2.30 Z+ f(x)i +g(x) =0, to, o, &0 € R.
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Siano  g(z) dispari, zg(z) >0 se x # 0, f(x) pari e tale che f(0) < 0,
limy o0 f(x) = +00.

Un caso particolare ne e la preclara

Equazione di Van der Pol:

i+e(x*—1Di+x=0, con to,xo, 20 ER, ede>0.

Se fosse f = 0, siccome la g e dispari il suo integrale e pari, e si avrebbe con
semplicita che: £(x,y) = 1i? + [* g(£)d¢ ha equipotenziali diffeomorfe ad ellissi
o a curve chiuse regolari. Con f # 0, invece, si ha DyE(x, %) = —f(x)i? che,
nelle ipotesi dette, risulta negativo fuori da una certa striscia (—x,x) e positivo
in una qualche altra striscia interna ad essa. Pertanto anche se le curve £ =
cost sono chiuse, I'informazione fornita dalla funzione £ e dal segno della sua
derivata direzionale non basta a trarre conclusioni sull’andamento delle curve di
fase. (Diverso sarebbe il caso in cui fosse f = f(z,4) con f positiva fuori da
qualche rettangolo contenente l'origine, e negativa dentro, sul quale magari poter
usare il teorema di Poincaré-Bendixon). Nelle ipotesi dette si ha infatti bisogno
di un teorema specifico, ed affatto banale: il teorema di Lienard, per provare che
questa equazione ammette un (solo) ciclo limite purché la funzione [* f(£)d¢ (che
e dispari) si annulli (solo) nei punti {—a,0,+a}, con a > Z. O
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