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1. LIMITATEZZA DI FUNZIONI CONTINUE
Lemma 1.1. Sia f € C([a,b]), a, b € R. Allora f é limitata su |a,b)].

Dimostrazione. Se 1'asserto non e vero, per ogni n € N esiste un punto
Ty € [a,b] tale che
[f(zn)] = .

E noto dal teorema di Bolzano-Weierstrass che dalla successione {z,}
sl puo estrarre una sottosuccessione convergente x,,, — y € [a,b], per
k — oo.

Tuttavia per la continuita di f, esiste un ¢ > 0 tale che

f@)<[fyl+1,  zely—0y+dnfab = I

Per la convergenza z, — y € [a,b], si ha x, € I; per k > k;s
opportuno, e dunque

e < |fln ) < FI+1, b=k,
in contrasto con ny — oo per k — oo. U
Teorema 1.2. (WEIERSTRASS) Se f € C([a,b]), a, b € R, allora

sup f = max f, inf f = min f. 1.1
[aJE])f [a,0] d [mb}f [a,b] ! (11)

Dimostrazione. Basta dimostrare la prima delle (1.1), potendosi pro-

cedere in modo analogo per la seconda.

Se per assurdo

M :=sup f > f(z), per ogni a < x < b,
[a,b]



osservato che M < oo per il Lemma 1.1, poniamo
B 1

M= ()
Si noti che g € C([a,b]) in quanto quoziente di funzioni continue con

denominatore ovunque diverso da zero (nella nostra ipotesi di assurdo).
Applicando ancora il Lemma 1.1 si ha

g(x) per ogni a < x < b.

g(x) <C,  perognia<wz<b,

per una opportuna C' > 0. Allora si ottiene subito
1

contro la definizione di M. O



