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1 - Verificare la definizione di limite nel seguente caso: lirr12 ’5 — 330’ =1.
xr—

In primo luogo, si scelga § > 0 tale che per ogni x € R, con |z — 2| < §, si abbia 5 — 3z < 0, e di conseguenza
|[5—3z| - 1| =[32 —5— 1| =3Jz — 2| < 3.
Pertanto, per ogni € > 0 risultera

|5 —3z| -1 <¢ Ve eR, |t —2|<4,

se ¢ verifica anche la condizione 3§ < ¢, cioe 0 < § <

wW| M

0
esiste, € finito ed & diverso da zero. Il limite si presenta nella forma indeterminata 0’ e quindi si puo applicare il

teorema di de 'Hopital. Il rapporto delle derivate ¢ dato da

0 se 3 <5/2

F/(l') x2673z 1 67330 5/27ﬁ

1
BT~ agr GoP T 20 x o 5 se 3=5/2

+oo se §>5/2.

In conclusione = 5/2.

3 - Studiare al variare del parametro o € R il comportamento della serie

La serie € a termini positivi grazie alla disuguaglianza sinz < x per ogni x > 0. In forza di

1
Sent:tf§t3+o(t4), t—0,
si ha
1 N 1
%—Sln%—m+0(ﬁ)7 nﬁ“roo,
e quindi

(11 1
n <%81n€/ﬁ) :%%770‘(14’0(1)) 77,4)4“00,

Pertanto, per il criterio del confronto asintotico la serie assegnata ha lo stesso carattere della serie armonica genera-

o0
lizzata Z
n=1

. . 3 L
——, e di conseguenza la serie converge se e solo se 1 a>1, cioe a < —1/4.
ni—%

4 - Data la funzione  f(z) = |zlog|z| + z| determinare I'insieme di definizione, i limiti agli estremi del dominio,
eventuali punti di non derivabilita, gli intervalli di monotonia, eventuali punti di minimo e di massimo, gli intervalli
di convessita, eventuali punti di flesso. Tracciare un grafico qualitativo della funzione.

La funzione & definita per ogni x # 0. Inoltre, la funzione & pari, e quindi basta studiarla per > 0. Si osservi che

—z(logx 4+ 1) se 0<xz<l1/e
f(z) =z|logz + 1| =
z(logz + 1) se = >1/e,
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e quindi
lim f(z) = lirg+ —z(logz+1) =0, lim f(z) = hr_{_l z(logx +1) = 4+00.
z— z—~400

r—0t xr——+00

Pertanto f si pud estendere per continuita in 0, ponendo f(0) = 0. Per quanto riguarda la derivata prima di f, si ha

—(logz +2) se O<z<l/e

f'(z) =
logx + 2 se z>1/e,

e quindi lim+ fl(x) = limJr —(logz 4+ 2) = 400 e f non & derivabile in 1/e, in quanto f} (1/e) =1 # —1 = f"(1/e).
z—0 z—0

Dallo studio del segno di f’ segue che f & crescente in [0,1/€?] e in [1/e, +00[, mentre & decrescente in [1/e?,1/e].
Pertanto, f(1/e?) = 1/e* & un massimo relativo per f, mentre f(0) = f(1/e) = 0 & il minimo assoluto per f. Infine,
per quanto riguarda la convessita di f, si osservi che

se O<z<l/e
1
- se x>1/e,
e di conseguenza f & convessa in [1/e, +oo] ed & concava in [0,1/e]. Sinoti che 1/e non & un punto di flesso, in quanto

non esiste f'(1/e).
Grazie alla parita della funzione, un grafico approssimativo di f ¢ il seguente.

1.0

0.5 1.0

5 - (i) Determinare la soluzione del problema di Cauchy
r_ i 3
Y=Y e
) W
0)=—-.
y(0) = -3

y + 3 verifica la

x
(i) Determinare i valori del parametro « per i quali ogni soluzione y(x) dell’equazione 3’ = 1
x
condizione
y(z)

z—+oo (22 + 1)@ =0

(i) L’integrale generale dell’omogenea associata e dato da

ylx) = Cet log(@®+1) _ Cvzx2+1, C eR.

Per determinare un integrale particolare dell’equazione differenziale in (1), si deve utilizzare il metodo di variazione
della costante. Pertanto, basta risolvere

x3 2 4+1-1
———dr = — dx = 241-—
/ —1 T T o T / {1‘ vV

A questo risultato si arriva anche con la sostituzione ¢t = \/z2 + 1. Infatti si ha

/(t2—1)3/2t’1t(t2—1)’1/2 dt:/(tz—l) dt == —t.

1
2H:| dl’:g(l’Q—Fl)g/Z— $2—|—1
x
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Poiche t = /22 + 1, si ha

3 1
———dr= - (2?2 + 1% — /a2 4+ 1.
/ Va2 +1 3( )
Ne segue che l'integrale generale dell’equazione differenziale in (1) &
1
y(z)=C x2+1+§(x2+1)2—(x2+1), C eR. (2)
Imponendo la condizione iniziale y(0) = —2/3, si ottiene C' = 0, e quindi la soluzione di (1) &

y(z) = %(IQ + 12— (2% 4+1) = %(z4 —2? - 2).

(ii) Dalla (2) segue

y(x) 1 C 11
(x2+1)0‘_(:E2+1)0‘*2((:62+1)3/2+3 x2+1>’ CeR,

e di conseguenza per a > 2 ogni soluzione y(z) verifica

y@)
T—+o00 (1‘2 + 1)a .



