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e™ — 1 —sen(nwx
(72) esiste finito e diverso da 0.

1 - Determinare il valore del parametro o € R tale che il limite lin% -
T— x

Grazie agli sviluppi di MacLaurin di e e senz si ha

2
e”:l—|—7rx+%m2+0(x2), x—0,
sen(mz) = mx + o(x?), =0,

e quindi per o = 2 si ha

. €™ —1—sen(nx) . mx+ Ta? —nr+o(2x?)  7?

lim 5 = lim 3 =

z—0 T z—0 T 2
2 - Studiare il comportamento della serie 22:1 (an_ o
Conviene applicare il criterio del rapporto:

(n+ 1)ntt 2n-1! n+l (@m+1)"  n+l <1+l)"4>0,
2n+1)—-1)! nn 2n(2n+1) nn 2n(2n + 1) n/ n—oo

1\
grazie anche al limite notevole lim (1 + —) = e. Poiché il limite del rapporto & strettamente minore di 1, la serie
n—oo n

assegnata € convergente.

1
3 - Calcolare 'integrale / min{1,log(z + 1)} dx.
0

In primo luogo si osservi che

tenendo conto di e > 2. Pertanto

1 1
/ min{1,log(z + 1)} dz = / log(z + 1) dx,
0 0

e quindi, integrando per parti si ha

1 1 1
1 T 1
! 1) dz = [z ]! - dv=1log2— [ [1-—~]dr=2log2 1.
/Oog(oer ) de = [xlog(x +1)], /0554—1 x = log /0 i og

4 - Determinare i valori del parametro a € R per i quali ogni soluzione y(x) dell’equazione differenziale y' = y+5senx

verifica la condizione lim e*y(z)=0.
r——+o0

Pertanto 'integrale generale dell’equazione assegnata ¢ dato da
y(x) = Ce® + asenx + beosx, C eR,

dove a,b € R sono tali che la funzione z — asenz + bcosz & una soluzione particolare di ' = y + 5senz. Si verifica
facilmente che a = b = —5/2, e di conseguenza l'integrale generale & dato da

y(z) = Ce® — g(senm + cosz), CeR.

Poiché 5
e“Ty(z) = elate (C - ie*z(senz + cos 1:)), C eR,
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solo per a < —1 ogni soluzione y(x) verifica liril e“y(xz) =0.

r—+00
Si noti che, per rispondere al quesito posto, non ¢ necessario determinare esplicitamente il valore delle costanti a e b,
in quanto tali valori non alterano il risultato del limite.

5 - Data la funzione f(z) = 2/r —logz  determinare I'insieme di definizione, i limiti agli estremi del dominio,
eventuali asintoti, gli intervalli di monotonia, eventuali punti di minimo e di massimo, gli intervalli di convessita ed
eventuali punti di flesso. Tracciare un grafico qualitativo della funzione.

La funzione & definita per ogni z > 0. Per quanto riguarda i limiti agli estremi del dominio si ha

. . . log
Jim fl@)=o0, lm f@) = tm V(2= ) = oo,

e di conseguenza x = 0 e asintoto verticale.
La derivata prima di f e data da

flla)=—=—== , z>0.

Dallo studio del segno di f’ segue che f & decrescente in (0, 1), mentre & crescente in (1,00). Pertanto, f(1) = 2 ¢ il
minimo assoluto per f.
La derivata seconda di f & data da

1 12—z

—_—t = = —— >0.
2\/x3+$2 2¢2 *

1'() =

Pertanto la funzione & convessa in (0,4) ed ¢ concava in (4, 00), e di conseguenza x = 4 ¢ punto di flesso.
Un grafico approssimativo di f e il seguente.

8.




