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1. Un pallone viene calciato con una velocita inizigle ed una
inclinazione a=30° rispetto all’orizzontale, in modo da pote
atterrare all'interno di un terrapieno rettangolaielarghezza
D=3m e di altezzaH=2m che si trova ad una distankalOm
dal punto di lancio. Determinare lintervallo delelocita di
lancio ammissibile affinché il pallone atterrari’iaterno del
terrapieno (in un punto del segmento AB).

1AC. Equazioni della cinematica Le grandezze cinematiche vengono scomposte seapinassi
X,y

x(t)=v, coda) 0 y(t) = v, sin(a)d - gt?/2
Lungo 'asse x {v,(t)=v,coda) , elungo I'asse yv,(t)=v,sin(a)- gt
a, =0 a, =-¢

Equazione della traiettoria:

dalla equazione x(t) si esplicita il tempo= che si sostituisce nell’equazione y(t)

V, COSa

in modo da determinare I'equazione della traiettparabolicay = tga x— ZL x?
2Vicos a

Condizione per atterrare in un punto P(x,H) dehsegto AB:

- 9 2 _ iy =X g
—tgaX-| ———— [xX*=H dacui v, =
=1 [2v§ cog aJX ¥~ cosar | 2(xdgar - H)

Il range delle velocita ammissibili: quella mininche consente di

; . L g
raggiungere A: v . = =13.16 m/s
JIHng Yoo = Cosa \ 2(LEga —H)

. . : L+D g
uella massima che consente di raggiungere/ B: = =14.16 m/s
a QOIINGET: = osa \/2((L + Dltga — H)

Riprova e controllo della traiettoria:

A conferma che la palla cada sul terrapieno datl,alome riportato
in figura, si deve verificare che il punto P siaceessivo al
raggiungimento dell’apice W della parabola. Ciorsponde sulle

: L. _V7Zsinacosa Xtga
ascisse x, = x, = > = A . = 2lxtga - H)

che é vera s& > tZ—H:6.93 m (verificato sia per A che per B)
ga



1. Una bomba viene erroneamente lanciata dalla stazomron la
velocita iniziale Va=180 km/h ed inclinazione a=30° rispetto
all'orizzontale. Al fine di abbaterla in volo, dalktazione contraere

B viene contemporaneamente lanciato un proiettd@ e@elocita \1
iniziale Ve ed inclinazioneg=60° cone indicato in figuraSapendo

che la distanza fra le due stazionL®100m determinare la velocita p ".’
VB necessaria per intercettare la bomba in volo eotadinate del A B

punto dove avviene l'intercettazione. L

1BD. Equazioni della cinematicalLe grandezze cinematiche vengono scomposte segnassi

X,Y.
Pgr il punto materiale A

x,(t) =V, coda) ya(t) =V, sin(a)d - gt?/2
Lungo I'asse x {v,(t)=V,coda) , elungo I'asse yv,(t) =V, sin(a)- gt

a, =0 a, =-g

Per il punto materiale B

Xg(t) = L -V, codB) Yo (t) = Vg sin(B) @ - gt*/2
Lungo l'asse x4 v, (t) = -V, codB) , e lungo I'asse yv, (t) =V, sin(g8) - gt
a, =0 a, =-¢g

La condizione di intercettazione in volo e quell@sistenza di un
istante t* al quale le coordinate dei punti A eddncidano nello spazio

Xa(t*) = % (t*)

di volo y>0 ossia
Y {yA(t*)=yB(t*)>0

Dalla condizioney, (t*) = y,(t*) si ottiene

V, sina) @ - gt?/2=V, sin(g)d - gt?/2 da cuiV, =VA% =28.9 m/s
Dalla condizionex, (t*) = x4 (t*) si ottiene V, coda) = L -V, codB)d da cui

. L oL L sin(B) _ L sin(B) _
r= V, coda)+V, codB)0 dacul t* = Vv, Dsin(,[?)cos(af) +sin(a)co{B) V, sin(a + ) 1.73s

Le coordinate del punto di interseziondra le parabole dei due punti materiali sono:

Ascissa : x* = x,(t*) = LM:YS m
sina + B)
Ordinata: y* = y,(t*)=V,sin(a)d* -gt*?/2=28.6 m (> 0)



2. Una giostra ruota uniformemente intorno ad un assgicale. Una mass:
m=10kg ruota intorno all’albero rotante per il tramiteuwh filo elastica di masse
trascurabile e di lunghezza a ripose4 m e di costante elastick=500 N/m k
Sapendo che la giostra gira ad una velocita angalacrocieraw=5rad/s e che |l
filo elastico subisce a regime un allungamentoicgitaAL (senza innesco d
oscillazioni) calcolare I'angolo di inclinazion® (rispetto alla verticale) €
I'allungamento a regime del filAL

o\
3

2BC. La massa € soggetta alla forza peso comple$znmg, alla forza
elastica di richiamd-e=kAL (suppostacostante durante la rotazione, ut
volta esaurite le oscillazionied alla forza centrifug&c=moy’r dove il
raggio della circonferenza &(L+AL)sinB. Applicando il 2° principio
della dinamica e proiettando le forze lungo gli ags

(L+AL)sin®

) [Fo-Fysind=0 . [Fsin6=F,= ma’r = ma?(L +AL)sing P
z) |F,cos8-P=0 F, cosgd =mg

F, =kAL =ma? (L +AL)

. . — , ma?
_mg_mg Dalla prima equazione si ottiene l'allungamefio=——— L = 4m
cosf=—==—= k —ma/
F, kAL
g(l— maf}
mg _ k

Dalla seconda cosf = =0.049 da cuil'angolo del pendolo conic@=87° 11’

oL

2. Una blocco di massa m e appeso ad una fune Jeriitee € annodata p
I'altro capo ad altre due funi fissate al soffittei punti A e B. Le due funi son
entrambe tese ed inclinate di angu#30° ef3=45° rispetto al soffitto. Sapendc
che la tensionds=150 N determinare le rimanenti due tension & Tc ed il

valore della massa appedaacoltativo: Sapendo che ciascuna delle 3 funi
spezza peil>T max=400N trovare quale é il valore massimo della massaéct
possibile appendere (sempre @arB80° e 3=45°) m

2AD. Il punto che raccoglie le tre tensiohi, Ts, Tc & privo di massa. In queste condizioni la
somma vettoriale delle tre tensioni nel punto deweullarsi. Scomponendo le forze lungo gli assi

X,y si ha:

X)| Tycosf-T,cosa =0
){ 5 COSB T, da cui si ottiene

y) |Tasina +TgsinB-T. =0




X) |Ta=Te cosa

) T. =T,sina +T,sinB =T,

sinacosf+sinfcosa _ sin(a + B)
cosa ®  cosa

Svolgendo i calcoli si ottieneTa=122.5 N e Tc=mg=167 N
da cui si calcola il valore della massa appesal c/g=17 kg
Facoltativo: dati gli angolia e 3, vale la relazione per le tensidri>Te>Ta

Px . . i +
Cio viene dimostrato dalleT, :TBﬂ = 0816, e T, :TBM = 111501,
cosa cosa

Pertanto il filo che rischia la rottura e quellovierticale. La massa appesa massima vale quindi

Mmax=T cmax/g=40.8 kg

3. Due blocchi rispettivamente di massa=4 kg ed ns=2 kg sono collegati da
una fune e posti su di un piano inclinato8diB0° rispetto all’'orizzontale. Per
far procedere in salita il gruppo si rende necéssgplicare un impulso 1=6Ns
applicato al blocco in testa lungo il pendio. Carevxlo il valore del
coefficiente dell’attrito dinamico del blocco Buge=0.5 determinare dopo

guanto tempo il gruppo si ferma.

suolc

3AD. L'impulso applicato dall’esterno al tempo t=0 egirado di far variare la quantita di moto del
sistema al tempo t=0, mentre le altre forze estéimee peso e forza di attrito) forniscono al

sistema impulsi trascurabili (poictdt - 0 alloraFdt - 0
Applicando il teorema dell'impulso e della variazéodella g.d.m. al tempo t=0

| =Ap=M_Vv, -M_0=M_v, da cuila velocita iniziale del sistems, = 1/(m, +m,)=1m/s

tot "o

Scomponendo le forze che agiscono sui due blooalgid gli assi n, t si ottiene:

-P,cos8=0
blocco A P A 50
t) |-T -P,sind=m,a
-P,cos8=0
bloccoB ) e ~ P €0
t) |T —PR;sind—- A =mga

Sommando le espressioni lungo I'asse del motottigne




- (P, +P,)sind- A, =(m,+m,)a ove la forza di attrito valé); = £/;sR 5 = £,;sM g COSH

. - . . m
risolvendo si ottiene la decelerazione del c.d.en=—g sm9+%cose} =-6.31 m/g
mA mB

- . . V,
Il moto é uniformemente decelerato ed il tempouinst fermat :ﬁ =158 ms

3. Due blocchi di massa M1 kg ed M=3 kg in contatto I'un con l'altro M1
scivolano lungo un piano scabro inclinato6ai40° rispetto all’orizzontale.
Sapendo che il blocco anteriore e frenato da urzafdi attrito di coefficiente
Ma1=0.5 determinare I'accelerazione comune di cadetaydippo dei blocchi
e l'intensita delle forze interne di contatto frdue blocchi.

Mdz

3BC. Studio delle forze sui singoli blocchi

Blocco anteriore
Scomponendo tutte le forze agenti lungo gli assi t,

t) [M,gsin@-p,M,gcosb+F=M,a
n) |R,, =M,gcosb

Blocco posteriore
Scomponendo tutte le forze agenti lungo gli assi t,

t) (M,gsinéd-F =M,a
n |R, =M,gcosd

M, + MZ)SinH—ILIdlMlCOSG = 5.36 m/38
M, +M,
M, M, 4,9 cosd
M,+M,

Sommando le equazioni lungo t si ha I’accelerazifartEg(

=2.815N

e la forza di contatto tra i blocchi = M, (a- gsind+ u,,gcosd) =



4. Un blocco di massmn=10 kg si muove alla velocita costant=
Vo=3m/s lungo un piano orizzontale liscitn un certo istante |l
blocco urta elasticamente un cuneo di ma$8a20 kg
inizialmente fermo sul piano. Dopo l'urto il cungoende a
muoversi ed incontra un secondo blocco anch’essanaBsa
m=10 kg che risale lungo il lato inclinato liscio del caunéno a
raggiungere la quota massirha(rispetto al piano orizzontale).
Determinare la massimaltezzah raggiunta e le velocita del sistema in quellassitone.

no attrito

4AD. L'urto centrale elastico fra il primo bloceu in moto, ed
il cuneoM fermo, si risolve trovando le velocita dopo laudei O
due corpi, imponendo la contemporanea conservaz O,a,xi*‘
dgllenergla cinetica e dgl]a quantita di moto d#tema. _ .. jel moto
Risolvendo la nuova velocita del bloaco

V= m-M v, + 2M 0=-Yo=_1m/s
m+M m+ M 3

(le velocita sono positive se nel senso dell’asderbto)

prima dell’'urto

La velocita cui viene lanciato il cunéb

no attrito
V, = 2m v, + M rnO:gvo=+2m/s
m+ M m+M 3

prima della salita

Successivamente il cuneo incontra il secondo blato® sale
percorrendo senza attrito il pendio del cuneo, &maggiungere,
per un istante, la massima quota h per poi riddeen Durante no attrito

la salita le uniche forze esterne agenti sul siatemassa-cunec T —
sono le forze peso e la reazione normale del piassendo esse
tutte dirette lungo la verticalesi conservala componente
orizzontale della quantita di moto del sistematra i due
momenti riportati in figura:

Istante di inversione del moto di m

no attrito

. M
MV, =(m+ M )V, = ——— MV, =+1.
,=(m+M)V, dacuiV, (m+ v )vz 33 mis

In assenza di attriti si conserva anche I'energgacanica fra i due momenti riportati in figura:

MZ
m+M

1 , 1 s .1 , 1
MV, ==(m+M)V:+mgh ossia —MV, ==
SMV; =2 (m+ M) V¢ +mg oMV, 2(

j V7 +mgh

da cui si ricava lanassima quota hraggiunta prima della discesa :( Y
m

jG\Ezls.G cm

29



4. Un cuneo di masskI=15 kg € inizialmente fermo sopra ug
piano orizzontale, ma libero di muoversi senzdtatsu di esso.
Un blocco di massan=5 kg € anch’esso tenuto inizialment
fermo sulla sommitael cuneo ad una quota=2m rispetto al
piano orizzontale. Il bloccom scivola senza attrito sul cuneo fi
a raggiungere il piano orizzontale che percorreuypelbreve tratto
prima di urtare elasticamente un muro verticalemdssa infinita.
Il blocco m, rilanciato indietro dall’'urto, rincaril cuneo e vi risale sino ad una nuova qudta
Determinare la nuova altezzh* e levelocita del blocco m prima e dopo 'urtocon il muro.

Muro elastico

no attrito

4BC. Durante la discesa del blocoolungo il pendio liscio  Posizione iniziale:
del cuneo le uniche forze esterne agenti sul ssterassa- sistema in quiete
cuneo sono le forze peso e la reazione normalgidab.
Essendo esse tutte dirette lungo la verticgileonservala asse del moto

componente orizzontale della quantita di moto del no attrito —)p-
|
sistematra i due momenti riportati in figurgpg’y™® = PSS

o

dacui0O=MV,+m\/ ,e V, =- MV, Posizione al distacco
2 1 1
m \10
. T , . . &8
In assenza di attriti si conserva anche I'energeccanica °

fra i due momenti riportati in figurag?™® = E%°*°

2
mgh—%MV2 1M V2 —1(M)v22 da cui le

Vv,

no attrito

2

velocita del cuneov, =,/2gh M =1.81 m/s,edel bloccov, = 1/Zgh,/ =-5.42 m/s
\ M m)

prima dell’urto

Successivamente avviene l'urto elastico del blocoo un muro
ideale di massa infinita che inverte la direzioralad velocita del
blocco conservandone la sua energia cinetica peves -V1

asse del moto

—>
Vl

Muro elastico

m no attrito

Una ulteriore dimostrazione si ottiene ricavandofdamula della
velocita del blocco Ysuccessiva all'urto elastico con un la pare

verticale di massil ,, — o cosicché ;] copo Furto
b asse del moto
m-M M m-— oo < -
V, = pv L+ ™ o :[ L=V =+5.42 m/s g v,
m+Mpv m+MpV m+ oo 3 ] it

Essendd/s>Vz2 il blocco puo quindi raggiungere il cuneo iniziand
la fase di risalita in cui, analogamente alla fdisdiscesasi conserva
la componente orizzontale della quantita di moto desistema

mV, + MV, =(M +m) ¥, da cui la velocita acquistata dal c.d.m.

Fine risalita o
+ - + + y

v, = mV, + MV, _ m\, + MV, _ MV, + MV, _ 2M V,=2.71 mis 00—,,@‘
M +m M +m M +m M +m

ho attrito



Ed in assenza di attrigi conserva I'energia meccanica del sistemahle € sempre rimasta costante
al valore inizialeEm=mgh). Imponendo la sua conservazione nelle varie fasi

1

mgh* +%(M +mV2 :%m\/s2 +§MV22 =mgh

dalla quale conoscendg m, M, o avendo gia calcolatd2, Vs, Vc si puo facilmente ricavare*.
Per ricavare una espressione analitica compatta bfattare 'uguaglianza con l'ultimo termine

2 2 _ 2
h* =h (””Mjgv— hoAM° V; __y 4mM —h[M mj - s0em
m(M +m) 2g M+mp (M+m) 4

5AC. Una barra omogenea di madda20 kg e di lunghezzd=3m e
appoggiata ad una parete verticale in un punto@inata di un angolo
a=30° rispetto alla verticale. La barra poggia anche mahto B sul
pavimento scabro ossia in grado di sviluppare ancfzeforza di attrito [
(us=0.3) che garantisce la statica della scala. Alla i scala (nel
punto B) & posizionato un blocena=10 kg collegato per una fune a
una carrucola di massac=4 kg e ad una massas=20 kg Al tempo

t=0 il blocco m\ comincia a salire lungo la barra scivolando seatr&o.

In un certo istante il blocco raggiunge una posieiche rompe la
stabilita della barra che cade in terra. Deterngrlar posizione di tale
punto ed in quale tempo cid avviengdico=mr/2]

5. La struttura puo essere vista come la combinazibriie sistemi interagenti: il sistema statico
della barra poggiata sulla parete e sul pavimaertayn sistema dinamico del tipo della macchina di
Atwood che sposta il bloccoarsulla barra. Analizziamo dapprima il sistema mebil

Studio della macchina di Atwood

m,gcosa =m,a
R, =m,gsina
(Rx € la reazione di sostegno della barra sulla mag$a m

o T,
Le forze su m scomposte lungo assi t,n:)){ !
n

dp—— psse del moto

Le forze sulla massagiungo I'asse del moto:m,g-T, =ma

: : : : I
L’equazione dei momenti sulla carrucolgr -T,r =1 .a = ICE dacui T,-T,=-%a :(&ja.
r r

Sommando le equaziomi,g — m,gcosa = (mB +m, +%]a
m, —m, cosa

da cui I'accelerazione di salita=g——*——=3.585 m/$
mg+m, +—<
B A 2

: T 1
Il moto di mx & quindi uniformemente accelerato con Ieggét) :Eat2



. . . N 2s 2s
ed iltempo per raggiungere la posizione s sulla bagrat* =, |— =1|—

Statica del piano di sostegno

Le forze agenti sulla barra sono: la forza pelgpapplicata nel baricentrc
G, la reazione normale del pavimeiRe e l'attrito staticoAs applicate in

B, la reazione normale dalla paretzticaleRc applicate nel punto,@ la

reazioneRx=magsina sulla barra operata dalla massa (the e esterna a
sistema)In condizione statiche devono essere contemporagrganmulle

entrambe le equazioni cardinali.

Lsina/2

Proiettando la 1* equazione cardinale lungo x, y:
X)] Re=A-Rcosa=0 . R. = A +R, cosa < i (Mg + R sina)+R cosa
y) [-Mg-Rsina+R; =0 R, =Mg+R sina

Calcolando la 2 equazione cardinale nel punto B
Mgc + My, + Mg, =R.Lcosa —MgLsina/2-Rs=0 (positivo - rotazione oraria)

= Rocosa-Mgsina/2, R (cosa + u, sina)cosa + Mg(u, cosa - sina/2)

R, R,

da cui si ricav L

e conRx=magsina, si hala posizione criticas < L{cosz a + [ sina cosa +M(£ —lﬂz 2.76 m

My

tga 2

ed iltempo per raggiungere la posizione criticat¥ ;1/2;5 =1.24s

Nota bene un altro ragionamento poteva essere quello [§
considerare la massaanfissa e facente parte del sistema cosi
considerare la sua forza pesmg ma non le forza internexRcio
avrebbe pero portato ad un risultato differente ederrato

In questo casdalla 12 equazione cardinale lungo x, y:
X){Rc =A< /JS(M + mA)g
Ml Re=(M+m,)g " lsinalz

Dalla 22 equazione cardinale nel punto B
R.Lcosa —MgLsina/2—-m,gsi$ina =0 (positivo - rotazione oraria)

da cui si ricavas=L R __M <L £+ﬂ &—1 =1.68 m cont*=0.967s
m,gtga  2m, tga m,(tga 2

Questo risultato € errato poiché la situazionedgsicritta € quella di una massa non mobile ed
incardinata in una posizione fissa. Tuttavia, viatdifficolta dell’esercizio, gli studenti che hamn
seguito questo ragionamento coerentemente avraguamente il massimo del punteggio previsto.



5BD. Una lastra orizzontale liscia di mad#e20kg € sostenuta da dur
pilastri nei punti A e B che possono reggere fidaua carico massimo d

150N Sopra la lastra nel punto centrale del segmermodAlunghezza

L=2m é appoggiato un blocco di massa=8kg che & collegato ad ur
blocco di massae=1kg tramite fune e carrucola di massa=2kg non [m,
gravanti sui pilastri. Per t>0 il blocco amscivola senza attritc
orizzontalmente verso A giungendo in una posizioneui il pilastro in A

si rompe. Determinare la posizione di rd in quale istante cio accac
[l carrucola=M |'2/2]

Mg

no attrito

5. La struttura pud essere vista come la combinazibdee sistemi
interagenti: il sistema statico della lastra potggsui pilastri, ed un
sistema dinamico del tipo della macchina di Atwabe sposta il
blocco m sulla lastra. Analizziamo dapprima il sistema nbi

Studio della macchina di Atwood

Le forze sulla massaArscomposte lungo x,y:

x){T1 =m,a
y) [Rc=m,.g
Le forze sulla massagiungo l'asse del moto:m,g-T, =ma

e Asse del moto

. . . a . I
L’equazione dei momenti sulla carrucolgr -T,r =l .a=1.— dacui T,-T,=-%a= (&ja

r r 2
Sommando le equazioni,g :(mB +m, +&ja dacuilacc.a=g— ™ -9 =098 m/&
2 m. 10
Mg +m, +-—=
2
, e L 1
Il moto di mx € quindi uniformemente accelerat<>3((t)=5+§at2
me
_ L Matmg+—= .
ed iltempo per raggiungere la posizione g t* = 2x-L _ |2x-L E " 2 _ /10[42X_L
a g mg g

Statica del piano di sostegno

Per determinare la posizione nella quale il piarngodtegno cede occorre imporre le equazioni della
statica nelle condizioni estreme in cui la resisgemel punto A raggiunge il massimo valore
Ra=150 N (il pilastro in A che e quello maggiormente scitato).

Nel punto X agisce anche una forza di reazidkemag opposta a quella che sostiene la massa m

12 equazione cardinale (proiettata Ilungo la verticale)
R,+R,-R,-Mg=0 dacui Ry, =(M +m,)g-R, = 124N

22 equazione cardinale(calcolata rispetto ad un asse pe).B
MRA+MRx+MMg +MRB =0

Mge=0 (braccio nullo), M., = -R,L (negativo - rotazione oraria) Ry Mg
Mg =mMagx, My, = Mg(L/ 2) (positivi - rotazione antioraria)

da cui x* :( R, —lJL =1.327 m che viene raggiunta tempo t* = /10&E =0.816 s
g

m,g 2m,




